6.-7.hét: gyakorlati anyag

Ekvivalenciarelaciok és parcialis rendezési relaciok

6. hét
Uj fogalmak: homogén binéris relaciok, tulajdonsagokniastok particioja, ekvivalencia-relacio, ekvivalencia-
osztalyok, faktorhalmaz.
Parcialis rendezési relacio, parcidlisan rendezett hadinakorlatos részhalmaz, részhalmazokdeldl. also
hatéra, p.rendezett halmaz maximalis-, minimalis-, lggoab- és legkisebb eleme, Hasse diagram.

1. Adja meg az alabbi relaciék néhany elemét, vizsgaljgdatesagait hom. bin. relacidk esetén. (reflexivitas,
szimmetria, antiszimmetria, tranzitivitas).

a) A = {tojas, tej, kukorich; B = {tehén, tyuk, kecske
(A, B, R) halmazharmassal megad8ttelacio legyen az alabbiRy, hax termékey-nak.

b) R legyen értelmezve a Fold orszagainak halmaz&y, hax szomszédog orszaggal. (Szomszédos
orszag, ha van kdzo6s hataruk. Egy orszag sajat magéaval rensz&dos.)

¢) (Z;R), aholxRy, hax osztjay-t.

d) (E;||), aholE a sikbeli egyenesek halmaz&y, ha x parhuzamog egyenessel.

e) (Sa,R), aholS, a sikbeli haromszdgek halmaz&y, hax hasonldy haromszdggel.
f) (A; =) egyenbségi relacio.

3.5 ={1,2,3, R = {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)} igazolja, hogy az5 halmazon értelmezeR relacio
ekvivalencia-relacié. Adja meg a relacié faktorhalmagaét.: S|r)

4. lgazoljuk, hogy azd halmazon értelmezett ekvivalencia-relacio faktorhalmazA halmaz egy particidja.
Azaz igazoljuk a kévetkdzallitasokat:
(Jeldljuk[a]-vala € A aza elemmel relacidban all6 elemek halmazét (ekvivalenciaéigt).)

a) a € [a], mindenz € A,
b) [a] = [b] akkor és csak akkor, ha, b) € R.
¢) hala] # [b], akkor a két halmaz diszjunkt.

5. Bizonyitsa be, hogy az alabbi relacidk ekvivalencige#it alkotnak. Adja meg az ekvivalencia-osztalyokat.
a) R = {(m,n) | m+ n parosszamm € Z, n € 7}
b) R = {(x, y) | x*> + y? oszthatd 2-velx € Z, y € Z}
¢) R={(a,b)|a—braciondlisa e R, b € R}
d) R ={(x,y) | x — y oszthat6 3-malx € I1p, y € I1o}}
e)R= {(m, n) | m> — n* oszthat6 3-malm € N, n € ]N}
fy R= {(x, y) | x> — y* oszthat6 4-gyelx e N, y € ]N}
0) RCR*xR?%  (x1,1y1)R(x2, ¥2), haxiyr = xoy2

7. hét
Uj fogalmak : Halo, korlatos hald, részhald, izomorf haldisztributiv hald, komplemens elemek haldban,
Boole algebra.

1. Mutassa meg, hogy az alabkivel jeldlt relaciok parcialis rendezési relaciok:

a) azl, halmaz legalabb kételemii részhalmazainak halmaz&rB, haA C B;

L, ={xezZ*|x<n} (meN)
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b) azl, halmaz legfeljebb kételem(i részhalmazainak halmaz&nB, haB C A;
c) a{3,6,9,10,20,30} halmaz elemein < b, hab oszthatéi-val;
d) az{1,2,3,4,6,12} halmaz elemein < b, hab oszthat@-val.
Készitse el a parcidlis rendezések Hasse-féle diagraMjaidegyik rendezésben allapitsa meg a maximalis

é€s minimélis elemeket, illetve a legnagyobb és legkisebimeket, ha ilyen van. Van-e a fentiek kozoétt
olyan, amelyben a halmaz barmely kéb eleméhez tartoziinf (4, b), illetve sup (a, b)?

. Egy orszagban olyan uthalézat van, amelynek minden adissze van kdtve @varossal pontosan egy

attal agy, hogy egy Gt akarhany varoson atmehet. Két vamsiszédos, hogyha diket 6sszekdt it nem
érint masik varost. Adjunk meg a varosok halmazéan olyarc{abs) rendezést, melyben két varos pontosan
akkor van relaciéban egymassal, ha kézos orszaguton vannak

. Mutassa meg, hogy a természetes szamok halmazan aztésatiaelacioé parcialis rendezés. Mit tudunk

mondani két elem szuprémumardl ill. infimumarol? Van-e sgyobb ill. legkisebb elem, vannak-e ma-
ximdlis ill. minimalis elemek?

. lgazolja, hogy parcidlis rendezett halmaznak legnabflebkisebb) elemeinek szama legfeljebb 1.

. lgazolja, hogy, ha a parciélis rendezett halmaz elemazdmes, valamint a rendezés barmely két elemének

van szuprémuma és infimuma, akkor van a halmaznak legnaggdelgkisebb eleme.

.A=1{1,2,3,6,7,14,21,42}. Vizsgaljuk az A, Inko, Ikkt) algebrét. Igazoljuk, hogy halé. Adjunk meg a halén

parcialis rendezést. Igazoljuk, hogy a hald korlatos. Kdieg minden elem komplemensét, ha van.

. Dontse el, hogy az alabbi parcialis rendezett halmazlik bkotnak-e azn f éssup miveletekkel:

a) af3,6,9,10,20,30} halmaz elemein < b, hab oszthatéi-val;
b) az{1,2,3,4,6,12} halmaz elemein < b, hab oszthatd:-val.

. példatar 89.0. 4.4.5 feladat.

. lgazolja, hogy a 4.4.5 b. feladat hal6ja nem disztributiv

L =1{0,a,c,b,¢ed,1}, az(L; <) parcialisan rendezett halmazban a legkisebb ill. legnblgyemeko ill. I.
Arédkovetked elemek) < 4,0 < bha < c,b<c,a<d,b<e d<I,c<Iése< I Igazolja, hogy az
(L, inf, sup) halo. Az alabbiak kozil melyek részhalok:

a) L1 ={0,4,b,1}
b) L2 = {Olal e/l}
¢) Ls=f{a,c,d, 1}
d) L4 = {01 C/dII}
Disztributiv-e az éiz5 feladatban szerefphal6? Komplementumos-e a hal6?

Igazoljuk, hogy azL; A, V) véges elemszamu hal6 korlatos. irjuk fel a korlatos HakD elemeket a hald
tobbi elemének segitségével.

példatar: 4.4.6, 4.4.7, 4.4.8-as feladatok.



