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1. fejezet

Alapfogalmak ismétlése

1.1. Sorozatok

Definicié: A természetes szamok halmazdnak a valds szamok halmazdba vald egyértelmi leképezését
(szdm)sorozatnak nevezzik: ¢ : N — R.

Legyen a, = ¢ (n) (n = 1,2,3,...). A sorozatot &ltaldban az értékkészletével adjuk meg:
{a,}.2, vagy egyszeriien {a,}.
Definici6é: Az {a,} sorozat korldtos, ha létezik K > 0 szam, hogy |a,| < K (n =1,2,...).
Az {ay,} sorozat alulrdl korlatos, ha létezik ki € R szam, hogy a, > k1 (n=1,2,...). Az {a,}
sorozat feliilrol korldtos, ha létezik ky € R szam, hogy a, < ks (n=1,2,...).
Definicié: Az {a,} sorozat konvergens és hatdrértéke az a € R szdm, ha minden ¢ > 0
szamhoz létezik olyan ng = ng (¢) > 0 szdm, hogy

n>ng = |a, —al <e.

Definici6 (ekvivalens): Az {a,} sorozat konvergens és hatarértéke az a € R szdm, ha barmely
e > 0 szdmra a sorozatnak csak véges sok tagja esik az (a — e,a + €) intervallumon kiviilre.

A hatérérték (ha létezik) egyértelmii. Jelslése: lim, . a, = a, lim, a, = a, vagy a, — a
(n — o0).

A konvergens sorozatok sziikségképpen korlatosak is.

Konvergens sorozatokra vonatkozé miveleti szabalyok:

Legyenek az {a, } és {b,} sorozatok konvergensek. Ekkor az aldbbi sorozatok is konvergensek
és a jelzett hatarétékekhez tartanak:

lim (ca,) = c lim a, (c konstans),
n—oo n—oo

lim (a, +b,) = lim a, £ lim b,,

i o = (g ) i)

<bn7é0(n€N),T}Lrlgobn7é0>.

ALAPFOGALMAK ISMETLESE 5



Definicié: A b € R szam az {a,} sorozat torléddsi pontja, ha barmely kis € > 0 értékre a
(b —e,b+ ¢) intervallum a sorozat végtelen sok tagjat tartalmazza.

A konvergens sorozatoknak egy torléddsi pontja van éspedig a hatarértékiik. Egy sorozatnak
tobb torlédasi pontja is lehet (de nem kell, hogy ilyen legyen).
Példa: Az a, =2+ 2 (n=2k), a, = —1 — 5 (n = 2k + 1) sorozatnak két torléddsi pontja
van.
Definicié: Az {a,} sorozat monoton nové, ha a, < a,y1 (n = 1,2,...). Az {a,} sorozat
monoton csokkend, ha a, > any1 (n=1,2,...).

A monoton n6vé sorozatok alulrél korldtosak, a monoton csokkendk pedig feliilrél korldtosak.

Ha egy {a,} sorozat monoton noévd és felilrdl korlatos, akkor konvergens (és hatdarértéke a
legkisebb felso korldatja).

Ha egy {a,} sorozat monoton csékkend és alulrdl korldtos, akkor konvergens (és hatarértéke
a legnagyobb alsé korlatja).
Rendo6rszabaly: Legyenek {a,}, {b,} és {c.} sorozatok gy, hogy a, < b, < ¢, (n =
1,2,...). Ha {a,} és {c,} konvergens és lim, a,, = lim, ¢,, akkor a {b,} sorozat is konvergdl
és lim,, b,, = lim,, a,, = lim,, ¢,,.

1.2. Valés fiiggvények

Definicié: Legyenek A, B C R nemdires halmazok. Az A és B halmazok direkt szorzatdn az
Ax B={(a,b)|a€ A, be B} (1.1)

rendezett elempdrokbol dallo halmazt értjiik.

Definicié: Egy tetszbleges S C A X B részhalmazt reldcionak nevezink. Az a € A és b € B
elemek akkor és csak akkor dllnak egymdssal S reldcidban (jeldlés: aSb), ha (a,b) € S.
Definicié: Az S C A x B reldcio értelmezési tartomdnydn a

D(S)={a|3FbeB:(a,b)e S} CA (1.2)

halmazt értjik.
Definicié: Az S C A x B reldcio értékkészletén az

R(S)={b|Jae€ A:(a,b)e S} CB (1.3)

halmazt értjiik.
Definicié: Az S C A x B reldcid értéke (metszete) az a € D (S) helyen:

S(a)=1{be B|(a,b) € S}. (1.4)

Definicié: Az S C A x B reldcidt figguénynek nevezzik, ha S (a) egyelemt halmaz minden
a € D(9) esetén.
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A fiiggvény (relacio)t az f : A — B formdban szokds megadni (f C A x B helyett), az a —
f (a) hozzdrendelési utasitédssal és a D (f) C A értelmezési tartomannyal egyiitt. Egyvaltozos
valds fiiggvények esetén, amikoris A, B C R, akkor a fiiggvény 2D grafikonja (grafja), azaz az
(x, f (z)) (x € D(f)) értékek halmaza irja le a fiiggvényt mint reldciot.

A fiiggvényt egy-egyértelmiinek nevezziik, ha minden 1, x2 € D (f), x1 # x9 esetén f (x1) #
f(z2). A fiiggvény raképezd, ha R (f) = B, azaz B minden eleme el6dll a D (f) értelmezési
tartomdany valamely elemének képeként.

Ha az f : A — B fiiggvény egy-egyértelmii és raképez6 (R (f) = B), akkor értelmezhetjiik
a fiiggvény f~1!: B — A inverzét:

VyeB: [fly)=z :f(z)=y. (1.5)
Egy f: R — R fiiggvényt pdrosnak neveziink, ha
fx)=f(=x) (zeD(f)). (1.6)
Egy f : R — R fiiggvényt pdratlannak neveziink, ha
f(=2)=—=f(z) (zeD(f)). (1.7)
Egy f: R — R fiiggvényt periddikusnak neveziink (a T > 0 periédussal), ha
fe)=f@+T) (zeD(f)). (1.8)
Egy f: R — R fiiggvényt konvexnek neveziink az I € R intervallumon, ha
PR < LEH e W)
Egy f: R — R fiiggvényt konkdvnak neveziink az I € R intervallumon, ha
f<fc—2Fy) Zf(fﬁ)-;f(y) (wyel). (1.10)

Egy f:R — R fiiggvényt monoton névonek neveziink az I € R intervallumon, ha
fx) < flze) (21,22 €1, 21 < 1) (1.11)
Egy f : R — R fiiggvényt monoton csokkenonek neveziink az I € R intervallumon, ha
f(x1) > fxg) (21,22 € 1, 21 < ). (1.12)

Az f fiiggvény szigorian monoton névd (csokkend), ha f(z1) < f(x2) (f (1) > f(x2))
teljesiil minden x1, x5 € I, z; < x5 esetén.
Definicié: Az z* € D(f) pont az f: R — R fiigguény globdlis minimumhelye, ha

fa) < flx) (zeD(f)) (1.13)
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és globalis mazximumhelye, ha

) = fz) (zeD(f)). (1.14)

Definicié: Az x* € D(f) pont az f : R — R fiigguény lokdlis minimumhelye, ha létezik § > 0
szdam, hogy
f@)<f(z) (xeD(f)n(z*—dz"+9)) (1.15)

és lokdlis mazimumbhelye, ha
f@)>f(x) (xeD(f)n(z*=4d2"+9)). (1.16)

Definicié: Az f: R — R fiiggvénynek az xo € R pontban hatdrértéke van és ez a hatdrérték
A € R, ha teljestilnek az aldbbi feltételek:

(i) 36* > 0: (zg — 0*) U (z0, 0 + 0%) C D (f),

(i1) Ve > 0 szdmhoz 35y = do (€) > 0, hogy

|z — x| < do, x #x0 = |f () — A| <e. (1.17)

A fiiggvény hatédrértéke (ha létezik) egyértelmii. A hatdrérték jelolése: lim, .., f (x) = A,
vagy f(z) = A (x — o).
Fiiggvények hatarértékére vonatkozé miiveleti szabdlyok:
Haaz f: R — R és g : R — R fiiggvényeknek az xq € R pontban hatarértéke van, akkor
igazak a kovetkezo Osszefiiggések:
lim (¢f (x)) =c lim f(x) (c konstans),

T—T0 T—To

lim (f () +g(2)) = lim f(z) + lim g (),

xllriloo(f (z)g(x)) = (xlg?o f (x)) <11L1509 (m)> |
o L@ limeay £ (2) (

z—zo g () N lim, ., g (x)

Definicié: Az f : R — R fiigguénynek a +oo (—o0) pontban véges hatdrértéke van és ez a
hatdarérték A, ha minden € > 0 szdmhoz van olyan x¢ () > 0 (x¢(e) < 0) szdm, hogy

lim g (z) ;Ao).

T—T0o

r>x9(e) = |f(x) —Al<e (x<x5(e) = |f(z)— Al <e).

Jelolés: lim, . f (z) = A, ill. lim,,_ f (z) = A.
Definicié: Az f : R — R figgvénynek az xo € R pontban jobboldali hatdrértéke van és ez a
hatdrérték A € R, ha teljesiilnek az aldabbi feltételek:
(i) 36* > 0: (zg,20 + 6*) C D (f),
(i1) Ve > 0 szdmhoz 35y = do (¢) > 0, hogy

To <z <o+ d = |f () — Al <e. (1.18)
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A fiiggvény jobboldali hatarértéke (ha létezik) egyértelmii. A jobboldali hatarérték jelslése:
1imx~>$0+0 f (l‘) = A? vagy f (l’) — A (:C — Zo + 0)
Definicié: Az f : R — R filiggvénynek az xy € R pontban baloldali hatdrértéke van és ez a
hatdarérték A € R, ha teljesiilnek az aldabbi feltételek:
(Z) J40* > 0: (CL‘O - 5*,1‘0) cD (f),
(i1) Ye > 0 szdmhoz 35y = do (€) > 0, hogy

ro—o0<zx<zy=|f(2)— Al <e. (1.19)

A fiiggvény baloldali hatarértéke (ha létezik) egyértelm{i. A baloldali hatarérték jelolése:
hmz—»wo—Of (l‘) = A7 vagy f (l‘) — A (l‘ — Lo — O)
Definicié: Az f: R — R fiiggvény az xy € R pontban folytonos, ha az xo pontban értelmezve
van és itt lim, ., f (x) = f (x0).

Ha az f: R — R és g : R — R fiiggvények folytonosak az o € R pontban, akkor a cf (z)

(¢ konstans), f(z) £ g(z), f(x)g(z) és f(x)/g(x) (g(xo) # 0) fiiggvények is folytonosak
ugyanitt.

Definicié: Tegyiik fel, hogy az f : R — R fligguény az xq pontban nem folytonos, de létezik a
lim, .., f (x) hatdrértéke. Ekkor f-nek megszintethetd szakaddsa van az xo-helyen.
Megsziintethet6 szakadds esetén a médositott

f(l‘):{f@:)’ .CEED(f),IE#{EO

lim, ., f(x), z=ux0

fiiggvény mar folytonos lesz az xy helyen.
Definicié: Tegyiik fel, hogy az f : R — R fiigguény az xo pontban nem folytonos, de léteznek
a lim, 00 f () = A, im, 40 f () = B hatarértékek és A # B. Ekkor f-nek szakaddsa
(ugrasa) van az xqy-helyen.

Az ugrés mértéke |B — A.

1.3. Differencidlszamitas

Legyen f: R — R, zg € (a,b) C D(f). A

f(x) = f (o)

r — 2o

¢(z) = (z € (a,b), x # o)

fiiggvényt differenciahdnyadosnak nevezziik. A differenciahdnyados a fiiggvény képének (grafjs-
nak) két pontjét, az (xo, f (x0)) és (x, f (x)) pontokat 6sszekotd egyenes (szeld) irdnytangense:
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y=f(x)

(xf(9)

érinté

\ (%o:f(%o)

Definicié: Az f: R — R figgvény differencidlhaté az xo € D (f) pontban, ha létezik a

lim ¢ (z) = lim 25 =/ (%)

T—T0 T—T0 r — g

hatdrérték. Ezt a hatdrértéket az f (x) figguény xo pontbeli differencidlhanyadosdnak nevezzik.

Szokdsos jelolései: [ (xg), _dféio)-

Definicié: Az f: R — R fiigguény jobbrdl differencidlhaté az xo € D (f) pontban, ha létezik a

lm ()= lm 1@ =S@)

z—x0+0 r—x0+0 xr — X

hatdrérték. Ezt a hatdrértéket az f (x) fiigguény xo pontbeli jobboldali differencidlhanyadosdnak
nevezzik. Szokdsos jeldlései: f) (xo), f'(xo+0).
Definicié: Az f: R — R fiiggvény balrol differencidlhatsé az xo € D (f) pontban, ha létezik a

YRS 4o R A )

r—xo—0 z—x0—0 T — X

hatarérték. Ezt a hatarértéket az f(x) fiigguény xo pontbeli baloldali differencidlhanyadosdnak
nevezziik. Szokdsos jelolései: f' (xg), f'(xo —0).

Derivalasi szabédlyok:

Tegyiik fel, hogy f: R — R és g : R — R differencidlhaték az xq € R pontban. Ekkor a cf,
fEag, faes f/g (g(xo) # 0) fiiggvények is differencidlhaték az aldbbiak szerint:

(ef () |o=zq = cf' (w0)

(f £ 9) =20 = [ (x0) £ ¢ (x0)
(f9) la=ao = [ (0) g (w0) + f (20) ¢’ (z0)
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P gloo) =T g (0) (5 (1) 1 0).
g (0)]

Ha f differencidlhaté a g (z¢) helyen és g differencidlhaté az zg helyen, akkor az f (g (z))
osszetett fiiggvény differencidlhaté az ¢ helyen és

(f (9)) |o=z0 = f' (9 (%0)) ¢’ (o) -

Legyen f : R — R differencidlhaté és szigorian monoton az (a,b) intervallumon, és az x
pontban f’(x) # 0. Ekkor az f~! inverz fiiggvény differencidlhaté az yo = f (x¢) pontban és

1
' (wo)

Az f fiiggvény differencidlhdnyadosaival definialt f’ fiiggvényt az f derivaltfiiggvényének
nevezziik. Ha az f fiiggvény [’ derivaltfiiggvénye differencidlhaté az xy pontban, akkor az

(f' () | o=, derivaltat az f fiiggvény z¢ pontbeli masodik derivaltjanak nevezziik.
Jelolése: f" (x0), P (z0), % stb.

Y

(f/9) la=ao =

(f_l)/ ’x:xo =

Hasonl6an definidljuk a fiiggvény n-edik derivaltjat: f™ (zo) = (f (”*1))/ [—

Ismertek a kovetkezd eredmények:
Tétel. Ha az f: R — R differencidlhaté és x* az f szélsdértékhelye, akkor f'(x*) = 0.
Tétel. Ha f : R — R kétszer differencialhato, f'(x*) = 0 és teljesil, hogy f"(z*) > 0
(f"(z*) < 0), akkor x* az [ figguény minimumhelye (mazimumhelye).
Tétel: Ha az [ fiigguény derivdltjara az I intervallumon teljesil, hogy f'(z) > 0 (x € I),
akkor itt f monoton névo.
Tétel: Ha az f figguény derivdltjara az I intervallumon teljesil, hogy f'(z) > 0 (xz € I),
akkor itt [ szigorian monoton novo.
Tétel: Ha az [ fiigguény derivdltjara az I intervallumon teljesil, hogy f'(z) < 0 (xz € I),
akkor itt f monoton csokkeno.
Tétel: Ha az [ figgvény derivdltjara az I intervallumon teljesil, hogy f'(x) > 0 (x € I),
akkor itt f szigorian monoton csékkend.
Tétel: Ha az f figgvény masodik derivdltidra az I intervallumon teljesiil, hogy f" (z) > 0
(z € 1), akkor itt f konvex.
Tétel: Ha az f figgvény masodik derivdltiara az I intervallumon teljesiil, hogy f" (z) < 0
(z € 1), akkor itt f konkdv.

Ha az f fiiggvény az xy ponttdl jobbra konvex (konkdv), balra pedig konkdv (konvex), akkor
az ro pontban inflexiés pontja van.

Ha példaul f' (zg) =0, " (x0) =0, de f” (x¢) # 0, akkor z; inflexiés pont.

Kozépérték tételek:
Tétel (Rolle): Ha [ az [a,b] intervallumban folytonos, az (a,b) nyilt intervalumban differen-
cidlhato és f(a) = f(b), akkor van olyan & € (a,b) pont, hogy f' (&) = 0.
Tétel (Lagrange): Ha f az |a,b] intervallumban folytonos, az (a,b) nyilt intervalumban differ-
encidlhatd, akkor van olyan £ € (a,b) pont, hogy

f ()~ f (@)

(e ===
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Tétel (Cauchy): Ha f és g az [a,b] intervallumon folytonos, (a,b)-n differencidlhatd, ¢’ (x) # 0
minden x € (a,b)-re, akkor van olyan £ € (a,b) pont, hogy

1.4. Tobbvaltozés valds fiiggvények

Jelolje R™ az n komponensii

T
)
x=| .
Tn
vektorok halmazat. Az egyszerfiség kedvéért hasznalni fogjuk az x = [x1, Ts, ..., x,]" jelolést

is. Az x vektor hosszan az

|x|:\/x%+x§+~~—|—x%

szdmot értjiik. A hosszfiiggvény az aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkezik:

1. |x[ >0, x| =0&x=0,

2. |ax| = Al [x] (A € R),

3. x+y|l <|x|+y| (x,y €R).

A tobbvéltozos valés fiiggvények, olyan f : A — B tipusu fiiggvények, ahol A C R" és
B C R. Tehét f: R" — R tipust fiiggvények.
Definicié: Az f: R" — R fliggvénynek az a € R™ pontban hatdrértéke van és ez a hatdrérték
A € R, ha teljestilnek az aldbbi feltételek:
(1)) 36* >0: {x||x—a| <o, x#a} CD(f),
(ii) Ve > 0 szdmhoz 309 = o (¢) > 0, hogy

|x —a| <dp, x£a=|f(x) — A| <e. (1.20)

A fiiggvény hatdrértéke (ha létezik) egyértelmii. A hatérérték jelolése: limy ., f () = A,
vagy f (z) — A (x — a).

Tobbviltozos fiiggvények hatarértékére ez egyvaltozds fiiggvényekkel analég miiveleti tételek
vonatkoznak.
Definicié: Az f: R™ — R fiigguény az a € R™ pontban folytonos, ha az a pontban értelmezve
van és itt limy ., f (x) = f(a).

Haaz f: R" — R és g : R" — R fiiggvények folytonosak az a € R™ pontban, akkor a cf (x)
(¢ konstans), f(x) £ g(x), f(x)g(x) és f(x)/g(x) (g(a) # 0) fiiggvények is folytonosak
ugyanitt.

Egy a € R" (0 > 0 sugari) kornyezetén az {x | |x —a| < } C R™ halmazt értjiik.
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Definicié: Legyen f : R" — R figguény az a = [ay,...,an]" € R™ egy kirnyezetében
értelmezve. Az [ fiigguény az a pontban differencidlhaté az xj vdltozo szerint, ha létezik kiilonb-
ségi hanyados

lim flat, . .o ap_1,Tp, ity -y an) — fag, ..y Qp_1, Gk, g1y - -5 Qp)

Tp—ak T — Qf

(1.21)

hatarértéke. Ezt a hatdarértéket az f fiigguény xy szerinti parcidlis derivdltjinak nevezzik az a
pontban. Jelblése:

af (ar, ... an) ., ,
f(“gxk’a), fo(ar . an),  fl (a). (1.22)

Legyen f : R" — R az 1z valtozdja szerint differencidlhaté az E C D (f) C R"™ nyilt
halmazon. Az E halmazon ekkor definidlhatjuk az f, fiiggvényt. Az f figgvény kétszer

parcidlisan differencidlhaté (wy, 2; szerint) az a € R™ pontban, ha f; parcidlisan derivélhaté
x; szerint az a pontban. Jelolése:

0’f(a)

axl(?xk ’ Trl (a) ’

(1.23)

Az r-edrendii parcidlis derivaltakat hasonléan, teljes indukciéval értelmezhet;jiik:

0 oty _J'f(a) w
Ox;, <3xi7,1 . 8xi1> 0wy, ... 0z, <7 Jaiemy (a)) ' (1.24)

Az f figgvényt (teljesen) differencidlhaténak nevezziik az a €R™ pontban, ha van az a
pontnak egy olyan {x | |x —a| < 0} C D (f) kornyezete, amelyben teljesiil, hogy

f(x)—f(a)= if;k (a) (2 — ax) + 7 (x) [x — al, (1.25)
k=1
ahol limy ., 7 (x) =0. Az f (x) — f (a) kiilonbség
U ) = 30 1 () o — ) (1.20
k=1

linedris részét az f fiiggvény a pontbeli teljes differencidljanak nevezziik. Az

() = @)+ 3 £, a) (01— ) (127
k=1

fiiggvény az f fiiggvény grafjanak (a, f (a)) € R™™ pontbeli érintdsikja.

Ha egy f fiiggvény folytonos és minden véltozdja szerint parcidlisan differencidlhaté az a
pontban, akkor itt még nem sziikségképpen teljesen differencidlhaté is.
Példa: Legyen

x%xz
[z, m0) = ¢ witey’ ha (z1,22) # (0,0),
0, ha (z1,22) =0.
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Ez folytonos R%-ben. (z1,z) # (0,0) esetén

22,73 , _ 2 (a? — =}
s I (@1 32) = s
(21 + 23) (21 + 23)

foy (21, 29) =

Az (x1,25) = (0,0) helyen

f(21,0) = £(0,0)

f2.(0,0) = lim — 0,
x1—0 1
7(0,0) = tim 102 = SO0 _

xr9—0 To

Tehst az f fiiggvény parcidlisan differencidlhaté xq, ill. x5 szerint R2-ben. Vegyiik észre, hogy

Tehat f; nem folytonos a (0,0) pontban. Emiatt az f nem lehet teljesen differencidlhaté a
(0,0) pontban, mert kiilonben 27 = x5 — 0 (x; > 0) esetén fenndllna

f(xl,aﬁl)—f(O,O):%:0-(x1—0)+0-(x2—0)+\/53517“(351,951),

ahol r (z1,21) — 0 ((x1,21) — (0,0)) kellene, hogy teljesiiljon. Amde ez lehetetlen, mert a
fenti egyenléségbdl r (z1, z2) = 1/ (2v/2), ami ellentmondas.

A teljes differencidl felfoghaté a fiiggvény f (x)— f (a) megvaltozasanak linedris kozelitéseként.

Osszetett fiiggvény derivalasi szabdlya:

Tegyiik fel, hogy z; = ¢; (t),a = ¢ (to) (i = 1,2,...,n). Ekkor az 6sszetett f (o1 (t), ..., ¢n (1))
(mér egyvéltozds) fiiggvény derivaltja a t = to pontban:

(df (61 (1) ,d.t. C On (t))) Z f.(a) & (to) - (1.28)

t=to

Alkalmazdasok:
1. Legyen v €R"™ adott (irdny)vektor. Az f fiiggvény a €R"™ pontbeli (v) irdnymenti de-
rivdltjan a
lim f (a1 + tvy,ag + tvg, ..., an + tv,) — f(a)
t—0 t

hatdrértéket értjiik, ha létezik. Jelolése: 8]55,3).

Az a €R"™ ponton dtmend v €R" irdnyvektori n-dimenzids egyenes egyparaméteres egyen-
lete g (t) =a+tv (t € R). Ha az f fiiggvényt a g (t) egyenesre sziikitjiik, akkor igaz, hogy

@) _ gy,

(1.29)
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Tehat az osszett fiiggvény derivéldsi szabdlya alapjan

9f(a) _ 3£ (@) v (1.30)

ov

2. Implicit fiiggvények differencidlasa: Az y = f (x) fiiggvényt az F' (z,y) = 0 implicit
osszefiiggés definialja. Tegyiik fel, hogy F parcidlis derivéltjai léteznek és f (z) is differenciél-
haté. Ekkor az osszett fiiggvény derivaldsi szabdlya alapjan:

F(o,f(x)) = F (2 f (2) + F) (2, f (2)) f' (z) = 0" = 0.
Ha fenndll, hogy F) (z, f (z)) # 0, akkor

Példa: F (z,y) = 23 + ¥ = 0. Ekkor tehdt
F(x, f(2)) = (x?’ + ef(“c))/ =322 +f@f" (2) =0,

ahonnan [’ (z) = —322%/e/® = —322/ (—23) = 3 /.

1.5. Integralszamitas

Egy intervallumon differencidlhaté F' : R — R fiiggvény az f : R — R fiiggvény primitiv
fiiggvénye, ha az intervallum minden x helyén

F'(2) = f ().

Példa: f (z) =cosx, F (z) =sinz.
Ha F} és F; az f fiiggvény két primitiv fiiggvénye, akkor csak dllandéban kiilsnbozhetnek:
Az f (x) fiiggvény primitiv fiiggvényeinek Ssszességét valamely intervallumban az f () fiig-
gvény hatdrozatlan integraljanak nevezziik. Jele:

/ f () da.

Ha F az f valamelyik primitiv fiiggvénye, akkor [ f(z)dx = F (z) + C.
Pl [cosxdr =sinz+ C.
A hatdrozatlan integral fontosabb tulajdonségai:

Ju@+s@lds= [ f@)dns [g)dn

INTEGRALSZAMITAS 15



/cf (x)dx = c/ f(z)dx (c konstans),
/u(aj) v () dr =u(z)v () — /u’ (x)v (x)dz,
[ ey @ar= [ ()ae

Legyen f az [a, b] intervallumon értelmezett korlatos fiiggvény. Osszuk fel az [a, b] interval-
lumot osztépontokkal:
Aa=20<T1 <Ty < < xp_1<z,=0>0

Legyen &; € [x;—1, 2] (1 =1,2,...,n) tetszOleges pont. Az
sn= > f(&) (@i —xi1)
i=1

szdmot integralkozelité osszegnek nevezziik. Ha feltessziik, hogy f folytonos és f(x) > 0
(x € [a,b]), akkor s,, az ABCD tartomény ”teriiletét” kozeliti:

A y
f(x)

C

D
A B

X Xy Xiq Xq X

= b=x
a=X, X % Xi1 X; Xp1 n

Az f fiiggvényt Riemann-integralhatonak nevezziik az [a, b] intervallumban, ha van olyan
I € R szém, hogy minden ¢ > 0 értékhez létezik 6 = §(¢) > 0, hogy minden felosztésra,
amelyre max; (r; — z;_1) < d, a & helyek megvélasztdsitol fiiggetleniil |s, — ] < ¢ teljesiil. Az
I szamot az f fiiggvény |a, b] intervallumon vett hatdrozott integraljanak nevezziik. Jelolése:

]:/abf(:p)dx.

A hatarozott integrdl fontosabb tulajdonsagai:
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b b
(@) +g@))de =[] f(x)de+ [ g (x)du.
hatérozatlan és hatdrozott integral kozti kapcsolat, Newton-Leibnitz tétele:

2

1. faaf (x)dx =0,

2. [ f(z)de =— fff (x) dex,

3. [P f(x)de = [°f(x)dx+ [°f(x)de,
4. f; cf (x)dr = cfab f (z) dz (c konstans),
5.

A

b
/ f(#)dz = F(b) - F(a) = [F (2)]L.

Legyen S C R? a sik korlatos, szakaszonként sima hatari tartomdnya és f : S — R korldtos
fiiggvény. Osszuk fel S-et szakaszonként sima gorbékbdl all6 halézat segitségével véges szamu
(kozos belsd pontokkal nem birg) S; elemi tartomanyra (i = 1,...,n).

Jelolje AS; az S; tartomény teriiletét, d(S;) pedig az dtmérdjét. Legyen tovabbd & =
(xi,y;) € S; tetszbleges pont.

A felosztdshoz tartozé integralkozelitd Osszeg:
Sn = Zf (&) AS; = Zf (i, yi) AS;.
i=1 i=1

Ha f > 0 az S tartomdnyon, akkor s, térfogatot kozelit.

Az f (z,y) fiiggvény Riemann-szerint integralhaté az S tartoményon és integralja az I szam,
ha tetszbleges € > 0 szamhoz létezik olyan § = § (¢) > 0 szdm, hogy minden olyan felosztdshoz,
amelyre max; d (5;) < 0, a & pontok megvilasztastol fiiggetleniil |s,, — I] < ¢ teljesiil. Ezt az [
szédmot az f fiiggvény S tartomanyon vett kettés Riemann integraljanak nevezziik. Jelolése:

]://Sf(x,y)dS, I://Sf(x,y)dxdy.
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Ha S un. norméltartomany, azaz S = {(z,y) | a <2 < b, 11 (x) <y <y (x)}, akkor

J[ s @iy~ | b ( / (()) 7 (,9) dy) .

Legyen V' C R3 a tér korldtos, szakaszonként sima hatdrti tartomdnya és f : V — R
korldtos fiiggvény. Osszuk fel V-et szakaszonként sima feliiletekbol all6 hélézat segitségével
véges szamu (kozos belsé pontokkal nem biré) V; elemi tartomdnyra (i = 1,...,n). Jelolje AV;
az V; tartomdny térfogatat, d (V;) pedig az dtmeérdjét. Legyen tovabba & = (z4,yi,2:) € Vi
tetszoleges pont.

A felosztdshoz tartozoé integralkozelitd Osszeg:

=1 =1

Az f(x,y,z) figgvény Riemann-szerint integralhaté a V' tartomdnyon és integralja az [
szdm, ha tetszOleges ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan § = 6 (¢) > 0 szdm, hogy minden olyan
felosztashoz, amelyre max; d (S;) < ¢, a & pontok megvélasztastol fiiggetleniil |s,, — I| < € tel-
jesiil. Ezt az I szémot az f fiiggvény V' tartoményon vett harmasintegraljanak (térfogatintegral)
nevezziik. Jelolése:

1= [ s@vaav. 1= [[] 12 ey

Ha V un. hengerszerii test, azaz

V={(z,5,2) | (x,9) €5, z1 (r,y) < 2 < 2 (2,9)},

JJ[ s evasan= [ ( [ ptw )

1.6. Végtelen sorok

akkor

Legyen {a;};-, tetszbleges valsé szamsorozat. A

Zai:a1+a2+-~-+ai+-~-
=1

végtelen soron az sy = a1, 82 = a; + ag, ..., S, = » iy i, ... sorozat hatdrérteket értjiik, ha az

létezik. Ekkor azt mondjuk, hogy a végtelen sor konvergens és
Z a; = lim s,.
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Ha a sor nem konvergdl (véges hatdrértékhez), akkor a sort divergensnek nevezziik.

Példa: A Y ° ag" ' =a+aqg+ag® +---+aq ' +--- végtelen geometria sor konvergens, ha
gl <1és > ag™ =a/(1—q).

Példa: A Y °,1=1+1+1+--- sor divergens, mert s, =n — oo.

Majoralasi kritérium: Ha a )" ° a; (a; > 0) ésd> .2, b; (b; > 0) végtelen sorokra teljesiil,
hogy a; < b; (Vi) és > .-, b; konvergens, akkor > :° a; is konvergens.

Cauchy-kritérium: Ha létezik ng természetes szam, hogy a > - a; (a; > 0) végtelen sor
tagjaira teljesiil {/a, < ¢ <1 (n > ny), akkor a ) _:°, a; sor konvergens. Ha {/a, > 1 (n > ny),
akkor a ) 2, a; sor divergens.

Leibniz-kritérium: Ha a

Z(—l)z_lci =C _CQ+03_C4+"'+(_1)1_167;"_"' (CZ' >0)
i=1

véltakozo elbjelti sor tagjaira ¢; > ¢;y1 és lim; ., ¢; = 0, akkora sor konvergens.

Definicié: Az Y ;°, a; sort abszolut konvergensnek nevezzik, ha az Y .-, |a;| sor konvergens.
Az abszolut konvergens sor konvergencidja a > ., |a;| sor konvergencidjabol kivetkezik.
Az abszolut konvergens sor tagjai dtrendezhetok. Az dtrendezés nem viltoztatja a konver-

gencia jellegét és a sor tsszegét.
Ha egy sor nem abszolut konvergens, akkor az dtrendezés megviltoztathatja a sor 6sszegét.

1.7. Fiiggvénysorok

Legyen I C R intervallum. Az f; : I — R (i = 1,2,...) fiiggvények halmaz&t fiiggvénysorozat-
nak nevezziik. Jelélése: {f;}:2,, vagy {f; (z)}:2,. A figgvénysorozat konvergencia tartomsnys-
nak nevezziikk azon x € I pontoknak a halmazat, amelyekben az {f; (x)};>, szdmsorozat
valamely véges hatdrértékhez konvergdl. A konvergencia tartomény pontjaiban értelmezhetjiik
az

f(x) = lim f, ()

fiiggvényt, amelyet a sorozat hatdrfiiggvényének neveziink.
Az {f;};2, figgvénysorozatbol képezett

S F @) = f @)+ (@)oot fia) e
i=1
végtelen sort fiiggvénysornak nevezziik. Ez konvergens (az x pontban), haaz s, (z) = > 1, fi (z)

sorozat konvergens és

A fiiggvénysor divergens (az x pontban), ha itt nem konvergens.
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Példa: > 7, a;sinix.

Ha f; (z) = a; (x — x0)" (Vi), akkor a fiiggvénysort (2o koriili) hatvanysornak nevezziik:

Zai(x—xo)i:a0+a1(x—xo)+a2(x—x0)2+---+ai(x—x0)i—l—---.
i=0

A fenti sor az y = x — xy helyettesitéssel a 0 koriili
Zaiyi =ag+ay +agy® + - +ay + -
i=0

hatvanysorba vihetjiik &t.
Cauchy-Hadamard-tétel: A Y ° a;y" hatvdnysor konvergens az |y| < r pontokban, ahol

B 1

 limy, sup /Ja,|
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2. fejezet

Komplex szamok és fiiggvények

2.1. Komplex szamok és miiveleteik

A z = a + bi alaki szdmok halmazat, ahol a,b € R és i-t a /—1 szimbélummal azonositjuk,
komplex szamoknak nevezziik. A z = a + bi alakot a komplex szam algebrai alakjinak is
nevezziik.

A komplex szdmok halmazédt C-vel jeloljiik. Tehédt

C={a+bi|abeR}.

Ha z = a + bi, akkor a = Re (z) a z komplex szam val6s része, b = Im (z) pedig a komplex
szdm képzetes része. Szokdsos a z = a + ib jelolés is.

Vegyiik észre, hogy R C C.

A komplex szédmokat 2D ortogondlis koordindta rendszerben dbrézoljuk, ahol a vizszintes
tengely a komplex szamok valds részének, a fliggdleges tengely pedig a komplex szdmok képzetes
részének felel meg.

Im(z)

z=a+bi

[

Re(z)

Komplex szédmokkal végezheté miiveletek: z = a + bi, w = c+ di
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1. Osszeadis:
z+w=(a+c)+ (b+d)i
2. Kivonas:
z—w=(a—c)+(b—d)i
3. Szorzés:
Az =2zA= (Aa)+ (Nb)i (N€R),
2w = (ac — bd) + (ad + bc) i
4. Konjugélas:
zZ=a—b
5. Osztés (w # 0):
2w (a+bi)(c— di)
S ww (c+di) (c— di)
ac+bd bc—ad.
= + v
A+ AP

I
gl gl

A konjugdlas tulajdonsdgai: z,w € C,

(Z)=2 z+w=z+w, (w)=7% W

Ha z € R, azaz Im (z) = 0, akkor z = z.
A z = a+ bi € C komplex szdm abszolutértékén (hosszén, modulusan) a

2| = (a®+0%)"?

szdmot értjiik. Az abszolutérték tulajdonsdgai:

1. |2 >0,]2| =0< 2 =0,

2. 2w = |2 ul,

3. |z 4wl < [z + |wl.

A komplex szdmokat 2D koordindta rendszerben vektorként dbrézolva megadhatjuk az un.
trigonometrikus alakjukat is. Eszerint

z=a+bi=r(cos¢p+ising),

ahol 7 = |z| a komplex szdm (vektor) hossza, 0 < ¢ < 27 pedig a valés tengely (Re(z)) és a
(komplex) vektor kozott bezdrt pozitiv irdnyu szog. A ¢ szoget a z komplex szdm argumen-
tumdnak is hivjék. Jelolése: arg z.

Ha z = a + b1, akkor

arctang, haa >0
¢ =argz = arctan§+7r, haa<0ésb>0
arctang—ﬂ, haa <0ésb<O.

22 KOMPLEX SZAMOK ES FUGGVENYEK



2

ész szam,
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2

z

vanyozasa: 1

Komplex szémok hat

*Z

-Z. DR
=r" (cosn¢ + isinng) .

=z

Zn

A 773 fiiggvény

2

ész szdm,

2

Komplex szémok gyokvondsa: n > 1 eg

) (k=0,1,...,.n—1).

¢+ 2km
n

4+ 2sIn

¢+ 2km
n

{z/;

A komplex gyskvon

let!

as n-értéki mive

2

Komplex négyzetgyok
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Komplex 4-ik gyok

Megjegyzés: A 22 fiiggvénynél megfigyelt maximumok megfelelnek az 1 szam 3-ik gyokeinek.

2.2. Komplex fiiggvények

A 2y € C pont § > 0 sugari koérnyezetén az
Us(20) ={z € C ||z — 2| < 6}

nyilt korlemezt értjiikk (mésképpen: a |z — zg| < ¢ egyenltStlenséget kielégité komplex szamok
halmaz4t).

Legyen H C C nemiires halmaz. A 2z, € C pont a H halmaz torlédédsi pontja, ha barmely
kis § > 0 esetén az Us (29) kornyezetben a H halmaznak végtelen sok pontja van.

Megjegyzés: zy nem kell, hogy eleme legyen a H halmaznak.

A H C C halmazt zdrtnak nevezziik, ha H tartalmazza az 6sszes torléddsi pontjat.

A zy € H pontot a H halmaz belsé pontjénak nevezziik, ha létezik 6 > 0, hogy Us (z9) C H.

A H halmazt nyiltnak nevezziik, ha minden pontja belsé pont.

A H halmazt 6sszefiiggdnek nevezziik, ha barmely két pontja 6sszekothetd egy torott von-
allal, amely teljes egészében a H halmaz belsejében van.

A H halmazt tartomédnynak nevezziik, ha H 6sszefiiggd nyilt halmaz.

Példa: A |z| < 3, illetve a |z| > 3 feltételt kielégitd komplex szdmok tartomdanyokat
alkotnak. A |z| = 3 zdrt korlemez nem tartomény.

A {z,} C C komplex szdmsorozat konvergens, ha létezik z € C, hogy |z, — z| — 0 midén
n — oQ.

Jelolesek: lim, . 2z, = 2, 2, — 2z (n — ).
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Legyen H C C tetszoleges. A H halmazon értelmezett komplex értékii fiiggvényeket
komplex fiiggvényeknek hivjuk. Ha w = f(2), 2 = = 4+ 1y, w = wu + v, akkor a komplex
fiiggvényt felbonthatjuk a kévetkezOképpen:

w=f(2)=f(x+iy) =u(z,y) +iv(zr,y).

Az f (z) fiiggvényt a zp € H pontban folytonosnak nevezziik, ha minden z, — zy (n — 00)
sorozat esetén f(z,) — f(zo).

Ezzel ekvivalensek a kiovetkezé definicidk is.

1. Az f(z) fiiggvényt a zg € H pontban folytonosnak nevezziik, ha minden € > 0 szdmhoz
van olyan § > 0, hogy minden |z — zg| < 0 és z € H esetén |f (2) — f (20)] < e.

2. Az f(z) fiiggvény a zg = ¢ + iyo pontban akkor folytonos, amikor u (z,y) és v (z,y)
fiiggvények is folytonosak az (¢, yo) pontban.

Jelolje ¢ a w = f(z) fiiggvény H értelmezési tartomanyédnak torléddsi pontjét. Az w € C
pont az f(z) fiiggvény hatdrértéke a ¢ pontban, ha minden z, — ( (n — 00) sorozat esetén
f(zn) = w.

Jelolések: lim, .. f (2) = w, f(2) = w (2 = ().

Ekvivalens definicié:

lim, . f (2) = w <minden € > 0 szdmhoz létezik 6 > 0, amelyre 0 < [z — (| < d és z € H
esetén |f (2) —w| < e.

Megjegyzés: Ha ( € H és itt f(z) folytonos, akkor a z = ¢ pontban van hatarértéke és
ez éppen f ().

2.3. Komplex fliggvények differencidldsa és integraldsa

Az f (2) fiiggvényt differencidlhaténak nevezziik a zp € H pontban, ha minden z,, — zy (2, # 2o,
n — 00) sorozat esetén van egy kozos hatédrértéke az

S (zn) = [ (20)

Zn — 20

differencia hdnyadosnak. Ezt a kozos

i ) = f(z0) _y

Zn—20, ZnF20 Zn — 20

hatarértéket a w = f(z) fiiggvény 2, pontbeli differencidlhdnyadosanak, vagy derivaltjanak
nevezziik.

Jelolése: f (zo).

A derivalds szabdlyai a valds esethez hasonldak:

(f(2)£9(2)) = () £g'(2),
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(f(2)g(2) = (2)g(z)+f(2)d (2),
(M)l _'(2)g(z) - () g (2)
9(2) g (2))*
Példa: f(z) = 2 (a,b,c,d € C)

cz+d
Példa nemdifferencidlhaté komplex fiiggvényre:

1. f(z) = Re(z). Ekkor

Re(z 4+ h) — Re(z) :{
h

1, ha h valés
0, ha h tiszta képzetes

2. f(z) =z. Ekkor

(z4+h)—2z [ 1, hah valés
h | —1, ha h tiszta képzetes

Ha az f(z) fiiggvény a T tartomény minden pontjéban differencidlhato, akkor az f(z)
fiiggvényt T-ben holomorfnak nevezziik.
Tegyiik fel, hogy f (z) differencidlhaté és legyen

f(2)=f@+iy)=u(z,y)+w(zy).
Ha h € R, akkor

fEth) = fz) _ulethy —ulzy)  vEthy) vy

h h h =)
miatt létezik 2%, %Y és f'(z) = 2* + 2. Ha h =it (t € R), akkor
f(z—!—h})b—f(z) _ u(z,y+tl?t—u($,y) +iv(w,y+tl?t—v(x,y) L)
miatt létezik giy‘, g—; és f'(z) = g—z - ig—z (1/i = —i).

A derivélt egyértelmiisége miatt

_8u ,81}_8@ Ou

f(Z)*%JFZ%*a—y—Za—y,

ahonnan azonnal kovetkezik az un. Cauchy-Riemann féle parcidlis differencidlegyenlet:

ou B ov ov ou

dr 9y’ Or Oy
Megjegyzés: A Cauchy-Riemann egyenlet fennalldsabdl nem kovetkezik a differencidl-
hatoség.
Ha x(t) és y(t) a valés t (o < t < ) paraméter folytonos fiiggvényei, akkor a z(t) =
x (t) + iy (t) figgvény a komplex sikban egy folytonos G gorbét ir le, amely az a = z («) és
b = z (B) pontokat koti ossze.
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A G gorbét rektifikidlhaténak nevezziik, ha barhogyan vessziik G-n az egymadst kovetd a =
205 215 22, - - - » Zn—1, Zn, = b pontokat, az ezeket sszekotd torottvonal (poligon) > | |z — 21
hossza a beosztastdl fiiggetlen korlat alatt marad. A pontos felsé korlat a G gorbe hossza.

Legyen f (z) a G C H gorbén folytonos, a = 2g, 21, 22, - . . , Zn_1, 2n = b egymésutani pontok
a G gorbén, & a (2x_1, zx) gorbeiv tetszbleges pontja és

Sn = Z F(&) (2 — 2zi1) .

Ha maxj<;<p |2 — zi-1] — 0, akkor s,, — s (n — 00) és s értéke fiiggetlen a felosztds sorozat
megvalasztasatol. Az s értéket az f (z) fiiggvény G gorbén vett (irdnyitott) integréljanak
nevezziik.

Jeloles: s = [, f (2) dz.

Az integral egyszerii tulajdonsdgai:

L Josa, f(R)dz= [o f(2)dz+ [, f(2)dz

2. [qef(z)dz=c [, [(2)dz
3. f(; [f1(2) + fa(2)]dz = fG fi(2)dz + fG f2(2)dz.
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Cauchy-féle integraltétel: Ha az f (2) figgvény a T egyszeresen dsszefiiggd tartomdanyban
holomorf és G a T belsejében haladd (nem sziikségképpen egyszeri) zdart gorbe, akkor

/Gf(z)dz:o.

Kovetkezmény: Az integral fiiggetlen az 1ittol:

fz)dz= [ f(z)dz
G1 G2

Tegyiik fel, hogy f (z) az egyszeresen osszefiiggd T' tartomanyban holomorf. Ekkor a T-ben
haladé gorbékre, amelyeknek kezd6pontja a és végpontja z, az

F(z):/azf(z)dz

integrél értéke csak z-tol fiigg.

Az F (z) fiiggvény a T-ben holomorf és F' (z) = f (2).

Definicié: Ha az egyszeresen vagy tobbszordsen osszefiiggo T’ tartomdnyon a holomorf f (z2)
fiigguényhez talalhats olyan, a T-n értelmezett ® (z ) figguény, melyre ®' (z) = f(2), z € T,
akkor ®-t az f (z) figguény primitiv fiigguényének nevezziik.

A primitiv fiiggvény konstans erejéig egyértelmii, valamint tetszoleges T-ben haladé gorbére
fennall (Newton-Leibniz):

/ F(2)dz = & (b) — B (a).
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Példa: Szamitsuk ki a w = 2?2 fiiggvény integraljat a G : 0, 3,3 + 6i titvonal mentén!

Imz) &

3+6i

A fiiggvény holomorf C-ben, ezért

2=3+46i L3786
/ 22dz = / 22dz = [—] = -3+ 6i)3
G 2=0 3 0 3

=9(1+2i)° =9 (1 + 6i + 12i* + 8i%)
= —99 — 18i.

A Cauchy-féle integralformula.
Ha T tartoméany, G rektifikdlhaté zart gorbe, amely belsejével egyiitt benne van T-ben és
az a pontot belsejében tartalmazza, f (z) holomorf T-n, akkor

1
L [1E,
21 Jo 2 —a

fla) =
Ko6vetkezmény:

2

f(n) (a) = TL_' L %d&

CAISE

|REPUBLIQUE FRAN
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2.4. Taylor- sorok

Végtelen sor (ugyanaz mint valésban):

ZUj:U1+U2+"'+Uj+"' (UjE(C)
j=1

A végtelen sor konvergens, ha az {s,} -, sor konvergens, ahol

n
Sp = E Uj =up + Uz + -+ Up.
J=1

Ekkor -
E uj = lim s,.

Ha 3 7% |u;| < oo, akkor a végtelen sort abszoliit konvergensnek nevezziik.
Hatvanysor:

chzj:co+clz—|—cgz2+---—|—cjzj+--- (c;,z€C).
=0

A hatvénysor a |z| < R feltétel kielégité komplex széamokra abszolut konvergens. Az R
szamot a hatvanysor konvergencia sugardnak nevezziik.
Cauchy-Hadamard tétel: A fenti hatvanysor R konvergencia sugardt a hatvdnysor eqytit-

thatoibol képezett
le| s Vel esl, -5 Vel - -

sorozat legnagyobb torldddasi értékének (pontjanak) reciproka adja:

1

B lim,, o SUp {/ |Cn|

R

Tulajdonsagok:
1. Ha R > 0, akkor a hatvdnysor a konvergenciakor belsejében holomorf fiiggvény és

tagonként differencidlhatd, azaz
oo

f'(z)= chjzj_l.

j=1
2. Ha R > 0, akkor a sor a konvergenciakor belsejében akarhényszor differencidlhato.

A

ch(z—a)j:cg—i-cl(z—a)+02(z—a)2+---+cj(z—a)j—i—~~~ (a,cj,z € C)
=0

30 KOMPLEX SZAMOK ES FUGGVENYEK



alaku sorok is hatvdnysorok, amelyek konvergencia kore az a pont koriili R sugaru kor.
Exponenciilis és trigonometrikus fiiggvények

2 n

N 2 2
eC=14z+—4+--+—+---,
2 n!
2 Z4 N 2,271
008221—54_54_...4_(_1) (2n)'+’
Z3 25 Z2n+l
51n2:2—§+§++(_1) m+

Komplex sin(z)

A z =logw fiiggvényt a w = e* fiiggvény inverzeként értelmezziik (w # 0):
logw = log |w| + i (argw + 2km), k=0,%£1,...

A 2z = logw értékek koziil pontosan egy esik a —o0 < x < 00, —7 < y < 7 sdvba. Ezt
foértéknek nevezziik
Taylor sor:

f (a)

n!

Fe=r@+ 1D g L oy

(z—a)" + -

A Taylor sor egy bizonyos konvergencia korben konvergens és itt valéban magat az f (z)
fiiggvényt adja.
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3. fejezet

Fourier-sorok

%
Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)

Az egyszerii harmonikus rezgést az
s = Asin (wt + ¢g)

fiiggvény irja le, ahol
- s a mozgod pont koordinatéja,
- t az ido,
- A a rezgés amplitiddja,
- w a korfrekvencia
- ¢ a kezdeti fézis.
A rezgés T periddusa: 27/w.
Az Asin (wt + ¢) fiiggvényt egyszerit harmonikus fiiggvénynek nevezziik.

Tekintsiik egyszeri harmonikus rezgések szuperpoziciéjat:

y = Ay sin (rit + ¢1) + Agsin (rot + o) + -+ - + Apsin (rpt + ¢n,) -

A paraméterek fiiggvényében az y fiiggvény kiilonféle periédikus fiiggvényeket &llit eld.

FOURIER-SOROK
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Fsini2r+l)

Kérdés: Adott (minden) periodikus figguényt elbdllithatunk-e alkalmasan megvdlasztott
egyszert, harmonikus rezgések szuperpoziciojaként?

Altalanosabb kérdés: Az f egyvdltozds (2w szerint periddikus) valds figgvény elddllithato-
e az

a
f(x) = 50 + aycosx + bysinx + as cos 2z + by sin 2 + - - - + a,, cosnx + b, sinnx + - - -

alakban?

A jobboldalt trigonometrikus sornak nevezziik.

Azonnal felmeriilé kérdések:

1. egytitthatok,

2. konvergencia.

Vizsgaljuk a sorfejtést a [—m, 7] intervallumon. Igazak a kovetkezd tsszefiiggések:

/7r sin (kx)der =0 (Vk),

—T

/Wcos(k‘a:)dx:() (k#0),

—T

/7r cos (kx)sin (px)dx =0 (Vk,p),

0, hak#p
m, hak=p#0

/ sin (kz) sin p:z:)dx—{ 0, hak#p

7, hak=p#£0

Tegyiik fel, hogy f (x) definidlva van a [—m, 7] intervallumon és ”sorbafejthetd”, azaz

cos (kz) cos (px) dr = {

o0
— ?0 -1-2 (an cosnz + by, sinnz) ,

n=1

valamint a sorfejtés tagjai tagonként integrélhatok.
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Integraljuk mindkét oldalt x szerint a [—m, 7| intervallumon:

| twaa= [
- ao 00 P g '
= /7r Edm—i—; (an /ﬂcosnmdm—i—bn /ﬂsmnmdm)
:/ﬂ%dmzaoﬂ.

aozl 7rf(x)d:zc

™

o0
% + ; (a, cosnx + by, sin nx)] dx

Innen

Most szorozzuk meg mindkét oldalt cos (kx)-el (k > 1) és ismét integraljuk dket:

/ f (x) cos (kx)d /

/ %COS (kx) de+

+ Z <an / cosnx cos (kx) dx + by, / sin na cos (kx) dm)

n=1 -

= ak/ cos® (kx) dx = apm.

= %/_:f(a:) cos (kz) dx

Végiil szorozzuk meg mindkét oldalt sin (kx)-el (k > 1) és ismét integraljuk Oket:

/:f(x)sin(kx)dx:/:

:/ %sin(/m) dx+

-7

+ Z <an/ cosnx sin (kz) dzx + bn/
n=1 -

—T

L Z a, cosnx + by, sin nx)] cos (kz) dx

Innen

% + ; (ay, cosnx + by, sin nx)] sin (kx) dx
sin nx sin (kx) da:)

= bk/ sin? (kx) dx = byr.

—Tr

_ %/_:f(x)sin(kx)dx
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Definicié: Az

an = ! /7r f (z)cos (nx)dz, b, = L[ f (z) sin (nx) dx
™ J_rn —T

™

szamokat az f (x) fiigguény Fourier-egyiitthatdinak nevezzik, a

% + Z (a, cosnx + b, sinnw)

n=1

figgvénysort pedig az f () figguény Fourier-sordanak.

A Fourier-sor (a Taylor sorhoz hasonléan) csak bizonyos feltételek kozott konvergal.

Egy f (z) figgvényt a zart [a, b] intervallumon simanak neveziink, ha f’ (x) folytonos [a, b]-n.
Az f (z) fiiggvényt az [a, b] intervallumon szakaszonként siménak nevezziik, ha [a, b] felbonthaté
véges sok zart részintervallumra, amelyeken f (x) sima.

Tétel. Ha f(x) szakaszonként sima a [—m, | intervallumon, akkor Fourier-sora konvergdl
az f (x)-hez az intervallum mindazon bels6é pontjaban, ahol f(x) folytonos. Ha xy € (—m,m)
szakadasi pont, akkor a Fourier sor a jobb- és baloldali hatdrérték

f(v0—0)+ f(zo+0)
2

szamtani dtlagahoz konvergdl. A [—m, 1] intervallum mindkét végpontjaban a Fourier-sor dsszege
a
f=m+0)+ f(7r—0)
2

szammal egyenlo.

A Fourier-sor tulajdonséagai:

1. Ha f(x) péros fiiggvény, akkor Fourier-sordban csak konstans és koszinuszos tagok sz-
erepelnek, azaz a Fourier-sor alakja:

o0

Qo

54— E a,, COSNIT.
n=1

Ekkor ui. f (x)sin (kz) pératlan fiiggvény és by = = [7_ f (z)sin (kz) da = 0.

T

2. Ha f (z) pératlan fiiggvény, akkor Fourier-sordban csak szinuszos tagok szerepelnek, azaz

a Fourier-sor alakja:
[ee]
E b, sinnx.
n=1

Ekkor ui. f () cos (kz) paratlan fiiggvény és ay = = [7_f (x) cos (kz)dx =0 (k > 1).
Példa: Legyen

f(z) = —1, ha —7<2x<0
= 1, hat<z<nm
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A fiiggvénynek szakaddsa van az = = 0 pontban. Minthogy f (z) pératlan, a Fourier-sora

o
E b, sinnx
n=1

alakd, ahol
1 ™
b, = —/ f () sin (nx) dx
T
1 0 ™
— {/ ) sin (nx) dm+/ (1) sin (nx) dx}
T 0
l [cos nx [_ Ccos n:z:]7r
™ n lo
(1 — cos (—nm) — cosnm + 1)
mr
2
= — (1 — cos (nm))
nm
Minthogy cos (nm) = (=1)", b, = = (1 — (=1)") és
4
f(a:):—(s1nac—|——sin3x—|——51n5ac—l- )
T

Az aldbbi dbra az f(x) fliggvényt és a Fourier-sor els n-tagjdnak osszegét mutatja az
n =1,3,7 értékekre:

3.1. Fourier-sorok komplex alakban

Felhasznédljuk az un. Euler-formulét:

e’ =cos¢p+ising (¢ €R).
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Tekintsiik az

o0

) .
f(z) = 5 + Z (a,, cosnz + by, sin nx)

n=1
Fourier-sort. Az Euler-formula alapjan igaz, hogy
einx + efinz einm . efin:v

cosny = ————  sinnxr = -
2 ’ 2

Ezeket behelyettesitve kapjuk, hogy:

ao e znz + efmx einz . efinz
- 5 n" a5 bn—.
fa) =5 +Zl <a + 5 )
> e (an — iby) + e (an + iby)] -

n=1

+

l\DI»—tS

o
2
Legyen ¢, = a,, — ib,. Az a, és b, egyiitthatok eredeti definici¢jdt felhasznélva kapjuk, hogy

e—?n’c

/ f(z cos nx — isin nx / f(z)e ™ da.

Maésrészt a,, + ib, = ¢, és
1 [7 ,
Cp = —/ f(z)e™dx.
71— —T

A tovdbbiakban @, helyett a c_, jeldlést haszndljuk. Minthogy ag = = [ f(z)dz = co, a
Fourier-sor komplex alakja:

f(ZL') :%Co_i_%zcneinx %Z —znz
n=1 n=1

ahol

Y

A ¢, komplex szdmok sorozatét az f (z) fiiggvény spektralis sorozatanak, a |c,| valdés soroza-
tot pedig f (z) amplitudé sorozatdnak, a ¢, = — argc, sorozatot pedig a fdzis spektrumdnak
nevezziik.

Ha az f(z) fiiggvény a (—A, A) intervallumon értelmezett, akkor a Fourier-sor komplex
alakja a kovetkezo:
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ahol
™

I :
Cn:Z/Af('r)e d.l’, anz

Példa: Szamitsuk ki f (z) = e” komplex Fourier-sorét a [—m, 7] intervallumon!

Esetiinkben
1 ™ ) 1 ™ ) 1 z(1—in) 1™
Cp = —/ e dx = —/ e*=m)dy = = {6 . }
T T T l—wm]|__

_ 1 T o—inT =T inm) _ (_1)” T -7
T ) = i )
Tehdt o .
e — e T . eine
flx) = Tﬂ;@(—l) T

Ezt visszairva a kozonséges valds alakba kapjuk, hogy

1 > cosnr mnsinnr

- —1)" - .
2+Z( ) <1~|—n2 1+n2>]

A kovetkezo6 dbra a Fourier-sor elsé n = 7 tagjanak osszegét mutatja:

58

expl(z)

L 1 28 7 25

48

38

AN

15 ¥
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4. fejezet

A Fourier-transzformalt fogalma és leg-
fontosabb tulajdonsagai

Az f () fiiggvény Fourier-transzformaltjanak nevezziik az

Flw) = / T r ) eta

fiiggvényt. Az inverz Fourier-transzformaltat az

f(t) ! /OO F (w) e“'dw

:% N

fiiggvény definidlja.
Az olyan fiiggvényekre, amelyekre f () = 0 teljesiil £ < 0 esetén, a Fourier-transzformélt

azonos lesz a Laplace-transzformélttal.
Az

Fo(w) =2 /0 TP (1) cos (wh) dt, F (w) = 2 /0 (1) sin (wt) dt

transzforméltakat Fourier koszinusz, ill. Fourier szinusz transzforméciéknak nevezziik.

A Fourier-transzformaltak és az inverz Fourier transzformaltak szamos fiiggvényre tdablaza-
tolva vannak.

Hasonlitsuk 6ssze a

1
Y

F0 =5 [ F@etds, P = [ roea

formuldkat a Fourier-sorok komplex alakjaval!
Az (—A, A) intervallumon értelmezett f (x) fiiggvény esetén a Fourier-sor komplex alakja:

1 S WnT 1 A —iwnx ™
f(aj)zi che ) Cn:Z/Af($)€ d..'L', wnZZ

n=—oo
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A (—00,00) intervallumon a ¢, spektrélis sorozatot az F' (w) Fourier-transzformélttal (az
f (z) spektralis fiiggvényével), a c,e™"® kifejezések osszegét pedig az F (w) e™? fiiggvény in-
tegréljaval helyettesitjiik. Az |F' (w)]| fiiggvényt az f (x) fliggvény amplitidé spektruménak, a
¢ (w) = —arg F' (w) fiiggvényt pedig fazis spektrumédnak nevezik.

Példa: Szamoljuk ki az

ro={e" 2" @0

fiiggvény Fourier-transzformaltjdt, amplitido és fazis spektrumét!
Egyszerti szamoldssal:

oo . e—t(a—i-iw) o0 1
F (w) :/ e e Wt = {——} = —.
0 a+w |, a+ 1w

Tehat az amplitidé spektrum fiiggvény:

1

Fl= VT

A fézis spektrum fiiggvény pedig:

¢ (w) = —arg I (w) = arctan %.
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5. fejezet

A Laplace-transzformacio

Pierre Simon Laplace (1749-1827)

Legyen F'(t) adott, a t > 0 félegyenesen értelmezett fiiggvény, p € C komplex szém. Ekkor
az

P = Lgr )= | oy

el6irassal definidlt f (p) fiiggvényt az F (t) eredeti fiiggvény Laplace-transzformaltjanak nevez-
ziik.

Ertelemszer{ien a Laplace transzformalt akkor létezik, ha az improprius integral létezik. Ez
csak egy Rep > o alaku komplex félsikon létezik, ahol o az F' (t) fiiggvénytol fiige. A Rep > o
komplex félsikot a Lapalace-transzformécié konvergencia tartomanyénak nevezziik.

Példa: F (t) =t. Ekkor

+o00 ¢ +oo 1 +o00
fp)= / e Pldt = [——ef’t] + = / e Pt
0 0

p 0 p

+oo
— |:_iept:| — l

Tehst L{t} = 1/p®. Ttt o = 0, mert az integrél csak Rep > 0 esetén konvergens.
A transzformacié tulajdonsdgai:

L{F (1) + B (0)} = L{F ()} + L{F (1)},
L{cF ()} = cL{F ()},
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L{F'(t)} = pL{F ()} = F (0),

L{F® (1)} = p"L{F (1)} — p"'F (0) — p"2F" (0) — - -
— p*F 3 (0) = pF*=2 (0) = FOD(0),

L{/O F(t)dt} _ L{FT“)}.
Példa: F () = 1. Ekkor (F () = t, F' (t) = 1, F (0) = 0)

L1} =pL{t} =pe— =~

Példa: [, 2tdt = 2. Ekkor

L) - L{;t} _ 2Lp{t} :%

Legyen

Ekkor
L{P)}=L{a®)}L{b(1)},

amelyet konvolicié tételnek is hivnak. Szokdsos jelolése:

a(t)*b(t):/o 0 ()b (t— 7) dr

és
L{a(t)*b(t)} = L{a(t)} L{b(t)}.

A fenti tételekkel igen sok fiiggvény Laplace-transzformaltja meghatdrozhaté. A gyako-
rlatban a forditottja is sziikséges: adott f(p) fiiggvényhez meghatdrozandé az F'(t) eredeti
fuggveény.

Ez tkp. a

| emrwi=ro

integralegyenlet megolddsat jelenti F' (t)-re.
A Laplace-transzformadltak és kiilonosen az inverz Laplace transzforméltak szdamos fiig-
gvényre tdbldzatolva vannak.
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6. fejezet

A matrix szamitas elemeil

6.1. Matrixok és matrixmiveletek

Definicié. Legyenek n és m pozitiv egész szdmok. Egy A m X n tipusd mdtrizon valds, vagy
komplex a;; szdmok aldbbi tablazatat értyik:

a1 a2 ... A ... Q1n
A= (075} Qg2 ... Qi ... Qi
L Gm1 Om2 ... Amj ... Gmnp

Az a;; az A maétrix i-edik sordban és j-edik oszlopdban &ll6 métrixelemet jeloli. Matrixok
szokdsos jelolése még a kovetkezo:

ail a2 ... 41 ... Q1n
A= ;1 Qg ... Qi ... Qip
Am1 Om2 -« Qmj ... Gmnn

Néhény tomorebb matrixmegaddsi mod:

A= [aij]m’" A= (aij)m,n

ij=1> ij=1"
Az m X n tipusi valés métrixok halmazat R™*" jeloli, a komplex elemfiieket pedig C"*".
Nyilvanvaléan teljesiil, hogy

Rmxn C (men.

Az A métrixot négyzetesnek nevezziik, ha m = n. Ekkor a tomor megadési médok a kovetkezokép-
pen egyszeriisodnek:
A = [ag]; A = (a;);

ij=1" ij=1"
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A matrixok kozti fontosabb miiveleteket az aldbbiak szerint definidljuk.
1. Osszeadas: A, B € C™*",

C=A+BeC"&q¢gj=aj+b; ((=1,...,m, j=1,...,n).
Az 6sszeadds kommutativ és asszociativ:
A+B=B+A, (A+B)+C=A+(B+0).
2. Szammal valé szorzas: A € C™*" X val6s vagy komplex szam,
C=MecC""oq¢gij=ly; (i=1,....m, j=1,...,n).
A szdmmal val6 szorzds asszociativ és disztributiv:
AMpA) = (M)A, A+ p)A = A+ uA.

Jegyezziik meg, hogy megallapodds szerint N\A = A\.
3. Transzponalds (tiikrozés): A € C™ ",

O:ATE(CnXm@CZ’j:CLjZ‘ (221,7n7j:1,,m)
A transzponadldsra fennéll, hogy

(AT =A, (A+B)"=A"+B".

Az A maétrixot szimmetrikusnak nevezziik, ha AT = A. Ertelemszerien csak a négyzetes
matrixok lehetnek szimmetrikusak.
Példa.
1 -1
A=12 1 |, AT_[L?H’
1 3
1 1 -3 1 2 -1
B=|2 1 2 |, Bf=|1 1 0 |,
-1 0 3 -3 2 3
2 1 1
C=0C"=|1 -3 2
1 2 1
A példakbdl is kitiinik, hogy a transzponalds miivelete tulajdonképpen a matrix elemeinek
az a1, Gga, . . ., ay (t = min{m,n}) diagondlisra valé tiikrozése. Sematikusan:
N a’
NEE A
2T ::::\:\:j\:;j\:::::::::::::
A
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Minden sorvektor pontosan egy oszlopvektor transzpondltja és forditva.
4. Szorzas: A € C™* B ¢ Ck*n,

k
C:ABGmen<:>Cij:Zaitbtj (izl,...,m, jzl,,n)
t=1

Vegyiik észre, hogy a szorzatmétrix (7, j) index{i elemét gy kapjuk, hogy az i-edik sort
szorozzuk a j-edik oszloppal, azaz

blj
Cij = @i, - ., Q) :

bi;

A matrixszorzas szabalydanak megtanuldséat segitheti elé az aldbbi dbra:

p P
b]
n B n
n A AB Bl -
Példa. Legyen
-1 01 1
A:[‘I’ _52 _11} B=|2 12 -1
1 00 1
Ekkor
-6 —2 -1 6
O:AB:[S 5 11 -5

A métrixszorzds fontos tulajdonsiagai a kovetkezok:

(AB)C = A(BC),
A(B+C) = AB + AC,
(A+ B)C = AC + BC,

(AB)T = BT AT,

Fontos megjegyezni, hogy a szorzas nem kommutativ, tehdt dltaldban

AB +# BA. (6.1)
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A tovédbbiakban a métrix és métrix-vektor miiveletek feliraséndl feltessziik, hogy az ott szerepld
matrixok, ill. vektorok méretei olyanok, amelyek lehetové teszik az adott miveletet.
Definicié. Az egyetlen sorbdl, vagy egyetlen oszlopbdl dllé mdtrixot vektornak nevezziik.

A sorvektorokat = = [z1,...,x,], az oszlopvektorokat az
T1
xr = : eC”
Tn

formaban adjuk meg, ahol C" az n komponensii oszlopvektorok halmaza (tulajdonképpen C" =
Cnx 1) .

Az oszlopvektorokat meg lehet adni az z = [z1,...,2,|7, a sorvektorokat pedig az

T
X

xr = : e C"

Tn

formdban is.
Az i-edik egységvektornak az i-edik komponense 1, a tobbi pedig 0. Oszlopvektornak te-
kintve tehat:
e;=10,...,0,1,0,...,0]" e R™

Definicié. Az I € R™ ™ madtrixz eqységmdtriz, ha

1 0 ... ... 0]
0
I =
: .1 0
| 0 ... ... 0 1]

Az egységmitrixra fennall, hogy minden A € C"*" esetén
Al =TA = A.

Definicié. Az 0 € R™*" mdtriz zérusmdtriz, ha minden eleme 0, azaz

A zérusmatrixra fennall, hogy minden A ma&trix esetén

A+0=A4, A0=0.
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6.2. Matrixok inverze és determinansa

Definicié. Az X € C"" madtrizot az A € C"*" mdtrix inverzének nevezziik, ha AX = XA =
I.

Ha az inverz métrix létezik, akkor egyértelmfi. Az inverz mdtrix jelolése A7 = X. Az
inverz matrixra teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

(AN =4, UB)T=B4, AN =(@AH =aT

Jelolje A(i) azt az (n — 1) X (n — 1)-es métrixot, amelyet az

ai;pr a1 ... Qip
A= ;1 Q2 ... Qip
| Ap1 Ap2 ... QApp i

métrixbol az elsé oszlop és az i-edik sor elhagyédsdval kapunk.
Definicié. Az A € C™" (n > 1) négyzetes mdtriz determindnsdt a

det ([a11]> = api, n=1

det (A) = 11092 — 120927, n=2
det (A) =) (1) andet(A (i), n>3.
i=1
eloirasok definidljdk.

A determindnsnak egy¢b jelolései is vannak: |A[, vagy |a;l;;_;.

A determindnsnak geometriai jelentés is adhaté. Vizsgdljuk az © — Ax transzformaécié
hatdsat az e!, e?, e? egységvektorok altal kifeszitett un. egységkockdn az R? térben. Ha A =
[a',a? a®] € R¥3, akkor az egységvektorok képei az A métrix oszlopvektorai: a/ = Ae/. A
métrix oszlopai dltal kifeszitett ferdetestet a kiovetkezd dbra mutatja.

X3 X3
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Megmutathaté, hogy det (A) = det ([a', a?, a®]) az a',a? és a® oszlopvektorok &ltal kifeszitett
ferdehaséb térfogata. Minthogy az egységkocka térfogata 1, a determindns a térfogat nagyitass-
nak mértékeként foghato fel. Ez dltaldban is igy van. Tekintsiik a tetszoleges alak, térfogattal
rendelkezd S C R™ test képét, amelyet A (S) = {y = Ax|z € S} jelol. Igazolhatd, hogy &l-
talanos feltételek mellett

A(S) térfogata

det (A) =
et (4) S térfogata

(6.2)
Ha S az e!,...,e" € R" egységvektorok altal kifeszitett egységkocka, akkor térfogata 1 és
det (A) az A métrix oszlopvektorai altal kifeszitett n-dimenziés parallelepipedon térfogata. Ha
det (A) = 0, akkor ez a térfogat 0. Ha det (A) < 0, akkor azt mondjuk, hogy az x — Az

transzformécié megvaltoztatja A orientéciéjat.

Példa. Az A = 1 ;l } métrix determindnsa —3. Az aldbbi dbrdn az L alakd tartomdny

koriiljardsat az x — Az leképezés megforditja.

o k
A, .. _RKR .
qQ v
S7
P’ Xy
A determindnsok legfontosabb tulajdonsagai:
det (AB) = det (A) det (B), (a)
det (A") = det (4), (b)
det (0A) = a™det (A) (aeC). (c)

Tétel. Az A € C™™ madtriznak akkor és csak akkor van inverze, ha det(A) # 0.

6.3. Linedris egyenletrendszerek

A linedris egyenletrendszerek dltaldnos alakja m egyenlet és n ismeretlen esetén:

allxl+...—|—a1jxj+...+a1nxn = bl
a1y + ...+ Q5T + ..ot appT, = bl (63)
Am1Z1 + oo+ AT+ o ATy, = by
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Az egyenletrendszert megadhatjuk a tomorebb
Ar =b (6.4)

forméban, ahol

A= [yt € C™" e C, beCm.

Ha m < n, akkor az egyenletrendszert alulhatdrozottnak nevezziik. Ha m > n, akkor tuil-
hatdrozott egyenletrendszerrdl beszéliink. Az m = n esetben az egyenletrendszert négyzetesnek
nevezziik.

A megoldédsokat tekintve hdarom eset lehetséges:

(i) az egyenletrendszernek nincs megold4sa,

(ii) az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van,

(iii) az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van.
Definicié. Ha az Ax = b linedris egyenletrendszernek legaldbb egy megolddsa van, akkor az
egyenletrendszert konzisztensnek nevezziik. Ha az egyenletrendszernek nincs megolddsa, akkor
az eqyenletrendszert inkonzisztensnek nevezzik.

Példaul az x + 2y = 1, x + 2y = 4 egyenletrendszer inkonzisztens.

A tovabbiakban feltessziik, hogy m = n. Ismert a kovetkez6
Tétel. Az Ax =0 (A€ C", be C") egyenletrendszernek akkor és csak akkor van pontosan
eqy megolddsa, ha létezik A~'. Ekkor a megoldds x = A~'b.

A Cramer-szabaly:

Jelolje [A < b} azt a matrixot, amelyet gy kapunk, hogy A j-edik oszlopét kicseréljiik a b

det ([4 < b])

det (A)

vektorral. Ekkor igaz, hogy

T = j=1...,n. (6.5)

A szabaly elméleti jelent6sége rendkiviili, gyakorlati értéke azonban csekély.
Példa. Oldjuk meg az

x1—|—2x2:3
—ZL‘2+5£E2=4

egyenletrendszert a Cramer-szabéllyal! A szabdly alapjan

3 2
4 5 3:5—2-4 7
1 2| 1-5—-2(-1) 7
-1 5
és
EM
—1 4| 1-4-3(-1)
2T 7
-1 5
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Egy A négyzetes métrix inverzét a Cramer-szabdllyal gy hatdrozhatjuk meg, hogy rendre
megoldjuk az
Az =¢, i=1,2,...,n

linedris egyenletrendszereket. Ekkor A~ = [z, z®) .. 2™].

Homogén lineéaris egyenletrendszerek:

Az Az = 0 (A € R™*") linedris egyenletrendszert homogénnek nevezziik. Ennek mindig
van un. trividlis megolddsa az = 0 € R", ui. A0 = 0. Ha egy x # 0 vektorra Ax = 0 teljesiil,
akkor az = vektort nemtrividlis megolddsnak nevezziik.

Ha van = # 0 nemtrividlis megoldds, akkor végtelen sok is van, ui. ax (o # 0) is az, mert
A(az) = a(Az) = a0 = 0.

Tétel. Az Az =0 (A € C"") négyzetes homogén linedris eqyenletrendszernek akkor és csak
akkor van nemtrividlis megolddsa, ha det (A) = 0.

6.4. Sajatértékek és sajatvektorok

Az A € C™™ métrix sajdtvektordn azt az x # 0 vektort értjiik, amelyet az x — Ax transz-
formécié a sajat hatdsvonaldn hagy. Ez azt jelenti, hogy Ax ardnyos az x vektorral, azaz van
olyan A € C szdm, amelyre

Az = Az (6.6)

A )\ ardnyossagi szdmo az x sajatvektorhoz tartozd sajdatértéknek nevezziik.

Példdul az
1 4
a=[11]

métrixnak két sajatértéke van: \y = 3 és Ay = —1. A hozzéjuk tartozé sajatvektorok

A kovetkezd dbran szaggatott vonalak jelzik a sajétvektorok hatdsvonaldt.

TA=3] ST =1

52 A MATRIX SZAMITAS ELEMEI



Lathatd, hogy a PQRS tartomény minden olyan pontja (helyvektora), amelyik nem fekszik
a hatdsvonalon, atkeriil a A\ = 3 sajatértékhez tartozé egyenes tiilsé oldaldra. Tehdt ezek a
vektorok nem maradnak a sajdt hatdsvonalukon. A szaggatott vonalon levd vektorok képei
ugyanazon a hatdsvonalon maradnak.
Definicié. A \ € C szdmot és az x € C" (x # 0) vektort sajatértéknek, ill. a hozzdtartozo
sajdtvektornak nevezziik, ha kielégitik az Ax = \x egyenletet.
Allitas: A sajatvektor nem egyértelmi.

Ha z és y két nem feltétleniil kiilonboz6 sajatvektor, akkor ax + By is sajatvektor minden
a,f €R (a#0, 5 #0) esetén. Ha ugyanis Ax = \x és Ay = Ay, akkor

A(ax + By) = aAz + Ay = a (\x) + S (\y) = X (axz + By)

is teljestil.
Az Ax = )z feltétel ekvivalens az

(A= A)z =0 (6.7)

homogén linedris egyenletrendszerrel. Az x sajdtvektor ennek egy nemtrividlis megolddsa.
Az (6.7) homogén egyenletrendszernek akkor és csak akkor van nemtrividlis megolddsa, ha
det (A — \I) = 0.

Tehdt az A métrix A-val jelolt sajatértékeinek ki kell elégiteniiik a

aip — A a12 . Ain
a sy — A ... Qon
o) =det(A-A)=| 7 ) =0 (6.8)
an1 [07%)) cee Qpp — A

karakterisztikus egyenletet. A karakterisztikus egyenlet n-ed fokd polinom, amelynek alakja
d(A) = (—1)" (A" + A"+ +ar+ ) =0. (6.9)

A sajatértékek ennek az egyenletnek a gyokei. Az algebra alaptétele miatt a karakterisztikus
egyenlet felbonthaté a

SN = (1" A =A) A= Xa) ... (A=) =0 (6.10)

gyoktényezos alakban, ahol A\, ...\, az egyenlet egymdstél nem feltétleniil kiilonb6z6 gyokei.
A karakterisztikus egyenlet gyokeinek multiplicitdsat a sajatértékek algebrai multiplicitdsanak
nevezziik. Ha a tobbszoros gyokoket multiplicitdsukkal egyiitt szamoljuk, akkor pontosan n
gyok, azaz n sajatérték van.
Tétel. Minden n-edrendi mdtriznak pontosan n sajdtértéke van az algebrai multiplicitdsokat
15 beleszdmolva.

A karakterisztikus polinom konstans tagja, amely a ¢ (0) helyettesitési értékkel azonos,
kielégiti a
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Osszefiiggést. Ezért az A maétrix akkor és csak akkor szingulédris, ha van legaldbb egy 0
sajatértéke. Egy matrix akkor és csak akkor nem szinguldris, ha csak nemzérus sajatértéke

van.
Példa. Legyen
2 1
=121
Ekkor a karakterisztikus egyenlet
2—X 1

det(A—)\I):det< ):(2—>\)(3—>\)+1:/\2—5)\+7:0,

-1 3-A

ahonnan A sajdtértékei \; = (5 + \/52) /2 és Ao = (5 — \/gz) /2.
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7. fejezet

Ko6zonséges differencialegyenletek és rend-
szerek

A kozonséges diferencidlegyenletek szamos probléma megoldédsaban jétsszanak fontos szerepet.
Tanulményozédsuk és alkalmazdsuk a klasszikus mechanika kifejlesztésével kezdodott.

Vizsgéljunk egy egység tomegii részecskét, amely egyenletes (konstans) gyorsuldssal mozog
egy egyenes mentén. Ha az it-id6 fiiggvényt s (t) jeloli, akkor a részecske mozgdséra az

s"(t)=a

Osszefiiggést kapjuk. Innen kétszeri integraldssal kapjuk a kovetkezoket:

/s”(t)dt:/adt:s’(t):at+C’1

és
2

/s’(t)dt:/(at+01)dt:>s(t):a%+01t+(3’2.

Az ismeretlen C] és C5 konstansok meghatdrozasahoz két adatra van sziikségiink. Ha ismerjiik
a részecske t =ty pontbeli helyzetét és sebességét:

S (to) = Sp, S/ (to) = 19,

akkor az
t2
(IEO + Clt() + CQ = 50,
at() + 01 = Vo

egyenletrendszerbdl konnyen meghatdrozhatjuk a C; és Cs konstansokat és végiil az 1it-id6
fiigggvényt.

A most latott példa egy, a fizikiban (mechanikdban) eléfordulé tipikus feladat egyszerii
esete.

Alkalmazzuk a kovetkezd jeloléseket:
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t : 1do,
y ()= [y (t),92 (1), 53 (t)] € R®  : helyvektor,
y (1) = [y, (t) 9 (1), 5 ()] € R? : sebesség (id6 szerinti derivalt).
Ha a részecskét tetszOleges t iddpontban és y helyen egy eldirt v (t,y) € R? sebességgel
tudjuk mozgatni, akkor az

Y (t)=v(ty) (7.1)

osszefiiggés irja le a részecske mozgdsat (pélydjdt, trajektoriajat).

Az ilyen alak, csak elsé derivaltat tartalmazo egyenleteket elsérendii kzonséges (explicit)
differencislegyenleteknek (differencidl egyenletrendszereknek) nevezziik.

Ha a részecske pozicigjat egy t = ty kezdeti idopontban eldirjuk,

y (to) = Yo, (7.2)

akkor a (7.1)-(7.2) feltételeket egyiittesen az elsérendii kozonséges differencidlegyenletek kezde-
tiérték, vagy Cauchy-probléméajanak nevezziik.

Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

Ha az aktudlis sebesség mezot nem ismerjiik, de ismerjiik a részecskére ¢ idopontban és y
helyen hat6 F (¢,y) er6t, amely a részecske gyorsuldsat adja. Ekkor a kovetkezo differencidle-
gyenletet kapjuk:

y' =F(ty), (7.3)

amely lényegében Newton mdsodik torvénye.
A feladat megolddsdhoz sziikség van a t; idopontbeli helyvektorra és sebességre:

y (to) = Yo,
Y (t0) = ¥l 74
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Az (7.3)-(7.4) feladat szintén egy kezdetiérték probléma. A benne szerepld mdsodik derivalt
miatt masodrendii differencidlegyenletnek nevezziik.
Vezessiik be az aldbbi 1j jeloléseket:

(3] o-[5] = (3]

Ekkor az (7.3)-(7.4) feladat atirhaté az ekvivalens

x'(t) =1 (t,x),
X (tg) = Xp

alakba. Az (7.6) alaku differencidlegyenleteket standard alaki kezdetiérték feladatoknak nevez-
ziik.

Felmeriil6 fontos kérdések:

1. Az f fiiggvény milyen tulajdonsdgai garantaljak az x (t) megoldas létezését és egyértelmiiségét
egy adott idéintervallumon?

2. Az x (t) megolddsnak milyen tulajdonsdgai vannak?

3. Hogyan hatérozzuk meg az x (t) megoldast?

(7.6)

7.1. Elsérendii differencidlegyenletek (rendszerek)

Legyen 2 C R" egy nyilt, nemiires halmaz, I C R intervallum, f : [ x {2 — R" tipusi leképezés:

f1 (t,l‘l,...,l'n)

f <t7 X) — :
fn (t,ﬂ?l, Ce ,a:n)
Az
x'(t) =1 (t,x),
X (to) = Xp
alaki Cauchy-problémadkat vizsgaljuk, ahol
1 (1)
x=x(t) = :
n (1)

A megoldasok kezdeti értékektdl vald fiiggését az
X (t) = (t, to, Xo)

jeloléssel fejezziik ki.

ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK (RENDSZEREK) 57



WLty Xo)

Q
j (o)
Jx Q 1xQ
>t
-—

A Cauchy-feladat trajektéridja a
{¥(t;to,x0) [t € J} CQ

gorbe. A Cauchy-feladat megolddsgorbéje:

{[ ‘I’(t;zfo,xo) } |t € J} c R

Az n =1 esetben ez az x (t) fiiggvény grafikonja.

7.1.1. Differencidlegyenletek osztdlyozdsa és tulajdonsdgai

Az x = f (t,x) differencidlegyenlet(rendszer) linedris, ha f alakja

£(t,x) = A()x +b(t),

ahol
ajp (t) ap(t) ... ap(t)
NG ) o 0 - e 0| ¢ goen
an1 (1) ana (t) ... apy (2)
és by (8
b= | 7 O | cre
by (t)

minden ?-re.
A linedris d.e. homogén, ha b (t) = 0.

(7.7)
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Ha A (t) = A valamilyen konstans A matrixra, akkor a d.e. dllandd egyiitthatoji linedris.
Az x' = f (t,x) differencidlegyenletet auténdmnak nevezziik, ha f nem fiigg explicit médon
t-tol, azaz
x' =f(x). (7.10)

Az auténom d.e. rendelkeznek az un. eltoldsi tulajdonsdggal:
Ha x (t) az (7.10) megolddsa az (a,b) intervallumon, akkor barmilyen s € R értékre
x (t+ s) az (7.10) megoldédsa az (a — s,b — s) intervallumon.
Az id6-allapot térben az x (t + s)-hez tartozé megoldasgorbe az x (t)-hez tartozé megoldds-
gorbe s egységnyi eltolasdval kaphaté meg. Korabbi jeloléssel az eltoldsi tulajdonsdg:

@(f;to,XQ):\Ij(t—to;o,Xo) (toE[)

usztralva:

y(t-1,,0,%,) y(tt, %)

\/

A trajektoriat tkp. az xo kezdeti érték hatdrozza meg. Ezért autonom d.e. esetén dltalaban
to = 0 a kezdeti id6pillanat.
Ha valamilyen T > 0 értékre fennéll, hogy

F(t+T,x)=f(t,x) (tel),

akkor a nem autoném differencidlegyenletet periddikusnak nevezziik.
A legkisebb T' értéket, amelyre ez teljesiil, periddusnak nevezziik. A tulajdonsdgbdl azonnal
kovetkezik, hogy a megolddsok alakjat a to — to = nT (n € N) eltolds nem véltoztatja meg,

azaz
U (t+nT;ty £ nT,x¢) = VU (t;tg,X0) -

Az x (t) megoldés periddikus, ha van egy olyan T' > 0 periédus, amelyre x (t + 1) = x (t)
fenndll minden a megoldasi intervallumba esé t esetén.
Megjegyzés: Periddikus differencidlegyenletek megolddsai nem sziikségképpen periédikusak!
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Példa: A

;| 0 1 0 _
X_{—l O]XjL{Qcost]’ x (0) = xo

periédikus d.e. megoldédsa az x (0) = 0 esetben az

tsint
x(t) = [ sint + tcost }

fiiggvény, amely ldthatéan nem periédikus (¢, = § + 2km, tsint, — o0).

7.1.2. Megoldasok létezése és egyértelmiisége

Az
x' =f(t,x) (tel), x(to) =x%o

differencidlegyenletrendszer megolddsdnak létezésérdl és egyértelmiiségérol az alabbi ” lokdlis”
tételt mondjuk ki.

Tétel: Tegyiik fel, hogy az f; (t,x1,...,x,) figguények folytonosak és parcidlis derivdltjaik is
folytonosak a (tg,Xg) pont eqy nyilt kornyezetében, akkor van egy olyan (to — h,to+h) C I
intervallum, amelyen létezik a d.e.-t és az x (to) = xo kezdeti értéket kielégito egyetlen x (t)
megoldas.

A h > 0 szdm akdrmilyen kicsi is lehet ("lokalitds”) és (to — h,to + h) G I. A kapott lokdlis
megolddst az un. folytatdsi elv alkalmazdsdval lehet a ”maximédlis” megoldasi intervallumra
kiterjeszteni.

Az

X =At)x+b(t) (teR), =x(t) =x%o (7.11)

alakt linedris differencidlegyenlet rendszerek megoldésat igen részletesen tudjuk jellemezni.
Tétel: Tegyiik fel, hogy A(t) és b(t) folytonos és korldtos a teljes szamegyenesen (t € R). Az
(7.11) linedris differencidlegyenlet rendszernek pontosan eqy megolddsa van a ty € R értékekre.
Ha ismert a homogén
xX=A{t)x (teR)

linedris d.e. egy alapmegolddsa Y (t) (Y (t) n x n métrix), amelyre teljesiil, hogy

akkor a
xX' =At)x, x(to) =0 (7.12)

kezedetiérték feladat megoldésa
x(t)=Y (t) Y ! (to) x0 (7.13)
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alaki, mert

és

=A (t) [ t) Y_l (to) Xo}
=A(t)x(1).
Az
X =At)x+b(t) (teR), =x(t) =x%o (7.14)
inhomogén linedris d.e. megolddsét az
x(t) =Y (t)c(t) (7.15)

alakban keressiik (konstansok varidldsa moédszer). Ekkor
X (to) = Y (to) C (to) = Xp,

és

Feltevesiink szerint x’ (t) = A (t) [Y (t) c (t)] + b (¢) is teljesiil. A két egyenléséghdl dsszevonds
és egyszeriisités utan az egyszerii

cd(t)=Y 1 (t)b(t)
c(to) =Y ! (to) %0

kezdeti érték probléméat kapjuk. Ennek megolddsa:

c(t) =Y (t) xo + /t Y~ (s)b () ds,

ahonnan a
X =At)x+b(t) (teR), x(t) =xo (7.16)

inhomogén linedris differencidl egyenlet dltaldnos megoldésa:

x(t) =Y (t) [Y‘l (to) X0 + /t Y ' (s)b(s) ds} : (7.17)
illetve
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X () = Y (£) Y (o) x0 + /t Y ()Y ()b (s) ds. (7.18)

A homogeén linedris differencidlegyenlet Y (¢) alapmegolddsdnak eléallitdsa dltaldban nem
konnyti és az n > 2 esetben nem is ismert dltaldnos moédszer erre. Ha azonban A konstans
métrix, akkor (¢y = 0)

Y () = A= Z_; AJ;—]!. (7.19)
A specidlis (n = 1)
¥=at)z+b(t) (teR), x(t) = (7.20)

skaldr egyenlet megoldésa:

x(t) = e (xo + /tt e *®p (s) ds) (t € R), (7.21)
" a(t) = /t:a(s) ds. (7.22)

Ehhez az eredményhez csak a homogén ' = a (t) x differencidlegyenlet megolddsa kell:

d d d

dt T

Inx = /a (t)dt = x = el “O,

Példa: y' = — (cost)y +2cost, y (0) = 1.
Ekkor « (t) = fot [~ cos s]ds = [—sin s, = —sint,

t

t t
/0 "5 [2 cos 5] ds = 2/0 €5 (cos s) ds = 2 [esms}o =25t _ 9
ahonnan _
y (t) — 6—smt (1 4 2esint _ 2) — _6sint +92.
Példa: Oldjuk meg az

/ /

oy (1/4) = =1, @y (1/4) =0

homogén linedris differencidlegyenletet, amelynek méatrix alakja:

o= % ][20] =@-[3"]
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Vegyiik észre, hogy

—sint cost

X, (1) = {cost ]’ X (1) ::[ sint }

két " fiiggetlen” megoldést ad, ha eltekintiik a kezdeti értékektol. Ekkor az alapmegoldés

Y (t) = [X, (1), X, (1)] = { cost sint }

—sint cost

és az (7.13) képlet alapjan a kezdetiérték feladat altaldnos megolddsa:

sint cost

Yla):{

cost —sint ]

esx(t)=Y ()Y (o) xo

<o o i[5 W] 6]
:ﬁ { _'Sint—cost}'
9 | sint — cost

Feladat: A homogén
b | 01
X<0_{—10}

d.e. fenti alapmegoldédsdnak ismeretében hatarozzuk meg az

0 1 0
X/:{—l O]X+{2005t]’ x(0) =xo

inhomogén linedris d.e. megoldésat!

7.2.  Magasabbrendii differencidlegyenletek

Legyen most y (t) egy skaldr fiiggvény, amely n-szer folytonosan differencidlhaté az I C R
intervallumon és legyen
dk‘
e’
Az I C R intervallumon definiélt

Fty),yV@),....,y™ () =0 (7.23)

) =y® () (k=0,1,....n).
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osszefiiggést n-ed rendii (implicit) differencidlegyenletnek neveziik. Az

y =G (t, y (t) Ly t),... Ly (t)) (7.24)

alaku Osszefiiggéseket n-ed rendii explicit differencidlegyenletnek nevezziik. Az egyenlethez
tartoz6é Cauchy-probléméit az

y(to) =vo, ¥ (to) =wp, ---, y b (to) = y(()n_l) (7.25)

kezdeti érték feltételekkel adjuk meg
Az explicit n-ed rendii d.e.-k felirhaték (explicit) elsérendii differencidlegyenlet rendszer
forméjaban is: Az x vektor komponensei legyenek rendre

(1) =y V@), i=1,...,n, (7.26)
az f (t,x) jobboldal pedig ) _
Ho)
T3
f(t,x):= : . (7.27)
xn
| Gtz ) |

Ekkor a (7.24) d.e. ekvivalens az x’ = f (¢,x) elsérendii differencidlegyenlet rendszerrel. A
megfelelden atalakitott kezdetiérték feltétel pedig:

"
x(to)=| (7.28)
y(()"._l)
Az explicit n-ed rendii linedris differencidlegyenlet dltaldnos alakja
v ta () y " e ag () y = b (1), (7.29)

ahol a,_1(t),...,ao(t) és b(t) adott folytonos fiiggvények. A (7.26)-(7.27) transzformaci6
alkalmazdsaval ezt atirhatjuk az

x' =Ax+b
alakba, ahol
0 1 0 0 7 0 ]
: . : 0
A)=1| : o |, BO=|
0 0 1 0
L Q@ —a1 ... ... (Gp—-1 | L b (t) |

Ezt az A (t) métrixot Frobenius-féle kisérémétrixnak is nevezziik.
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Definicié: Az ¢1 (1), ¢2 (1), ..., ¢m (1) figguények linedrisan fiiggetlenek, ha a

feltétel csak a c; = co = -+ = ¢, = 0 vdlasztds esetén teljesiil.
Példa: ¢; (t) =t
c1F et 4t et =0

csak véges sok (legfeljebb m — 1) pontban teljesiilhet.
Példa: ¢, (t) = sint, ¢ (t) = cost, c1sint + cacost = 0. Ha ¢; # 0, akkor ¢; = —cy cot £, ami
lehetetlen, ha ¢y # 0. Ha ¢y # 0, akkor co = —c; tant, ami ¢; # 0 esetén lehetetlen.
Tétel: Az
Y™ tay () y" Y+ ag (D y = b (1), (7.30)

explicit n-ed rendt homogén linedris differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa az
y(t)=> cdi(t) (7.31)
i=1

alakban irhato fel, ahol ¢y (t), ¢o(t), ..., ¢n (t) a homogén (7.30) egyenlet linedrisan fiiggetlen
megolddsai, cy,Cs, ..., c, konstansok.

A homogén d.e. megoldédsabdl a konstansok varidldsénak mdédszerével hatarozhatjuk meg
az inhomogeén (7.29) d.e. megolddsat.

7.2.1. Specialis esetek

Vizsgaljuk az

L(y)=y"+py +py=0 (7.32)

valés konstans egyiitthatés homogén linaris mésodrendii differencidlegyenlet megoldésat!
Euler tlete alapjén a megolddsokat az y (t) = e alakban keressiik. Ekkor y” (t) = A\2e*,
Y (t) = NeM és
L (e”) =M ()\2 + 1A —l—pg) = 0.

Ez csak akkor lehetséges, ha ¢ (A\) = A2 + ptA + po = 0. A ¢ ()\) "karakterisztikus egyenlet”
gyokeitol fiiggben az aldbbi esetek lehetségesek:

(1) )\1, )\2 valds és )\1 7é )\2,

(ii) A1, Ay komplex (konjugéltak),
(111) )\1 = )\2 valds.
Az (i) esetben az édltaldnos megoldds:

y (t) = cre™t 4 cpe?, (7.33)
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Az (ii) esetben a két megold4s:
yp (1) = e — et (cos bt + i sin bt)

és
Yy (1) = @ = ¢t (cos bt — isinbt) .
Val6s megoldasokat keresiink. Vegyiik észre, hogy

71 (t) = e cosbt, o (t) = e™sinbt
szintén két linedris fiiggetlen megoldéds. Ezért az altaldnos megoldds felirhaté az
y (t) = c1e™ cos bt + coe™ sin bt (7.34)

alakban.
Az (iii) esetben keressiik a masodik megolddst y () = e*’u (t) alakban. Ekkor

L (eMu) = [MeMu+ 20 e + eM] + py [MeMu + eM] + paetiu
=€

METY" + (20 + p1)w + (A 4+ pid 4+ p2) u]
Minthogy A\; kétszeres gyok, ¢ (A1) =0 és ¢’ (A1) = 2\ + p; = 0. Tehét
L (eAltu) — e)qtull — 0’

ahonnan u” = 0. Ennek altaldnos megolddsa u (t) = At + B, ahol A és B konstansok. Tehdt
ekkor az dltalanos megoldés:

y (t) = cre™ + c1e™ (At + B) = Cre™t + Cote™?, (7.35)
Példa: 4" + 2y + 5y = 0.
A karakterisztikus egyenlet: ¢ (\) = A2 + 2\ + 5 = 0, amelynek gyvkei: \; = —1 + 2i,
Ao = —1 —2i. Tehdt a = —1 és b = 2. A keresett altaldnos megoldds pedig:
y(t) = Cre " cos 2t + Cye "sin 2t.
Példa: y" + 2y +5y =0,y (0) =1,y (0) = -3.

Derivaljuk az elébbi dltalanos megoldést:

Y (t) = —Cre " cos 2t — 20 e " sin 2t — Che ' sin 2t + 2Cye " cos 2t
= (2Cy — C1) e " cos 2t — (20 + Cy) sin 2t.

A kezdeti feltételekbe helyettesitve kapjuk, hogy
Yy (0) = Ol = 1,
y’ (0) = 202 — 01 = —3,
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ahonnan (] =1 és Cy, = —1. Tehat a Cauchy-feladat megoldésa:
y(t) = e "cos2t — e "sin 2t.

A konstans egyiitthatés mésodrendii linedris differencidlegyenlet fontos alkalmazdsa mechanikai
leng6 rendszerek jellemzése. Ha feltételezziik, hogy a csillapitds ardanyos a sebességgel, akkor a
mechanikai rendszer lengéseit leiré differencidlegyenlet:

my" + hy' + ky =0,
ahol

- m a tomeg,
- h a csillapitds tényezoje,
- k > 0 a rugdallandé (ardnyos a visszatéritd erével),
- y a nyugalmi helyzettél mért kitérés,
- t 1d6.
A karakterisztikus egyenlet
mA2 +hA+ k=0,

amelynek megoldésa
h h? k
R

Ao =—— )
1,2 2m 4m2  m

Ha a csillapitds elég nagy, azaz h? > 4mk, akkor a gyokok valésak és negativak. Az dltaldnos
megoldas ekkor

y (t) = CreMt + Cye?t,

Minthogy A1 < 0, A2 < 0, az y (t) id6ben eltérés lecseng, azaz y (t) — 0 (t — 00).
Ha a csillapitds kicsi, azaz h? < 4mk, akkor a gytkok komplexek A\ = —a + bi, ahol

a = % >06ésb= \/% — %. Az éltaldnos megoldds pedig
y(t) = Cre % cosbt + Coe “sinbt  (a>0).

Ekkor a rendszer egy csillapitott (lecsengd) oszcilldlé mozgést végez.
Ha nincsen csillapitds, azaz h = 0, akkor az

mA2+k=0

karakterisztikus egyenlet gyokei A\; o = +iy/k/m. A d.e. megolddsa pedig

y (1) :C’lcoswﬁthC’gsin\/ﬁ = Asin (\/Et%—é),
m m m

ahol w = \/%t a csillapitatlan rezgés frekvencidja, A az amplituddja, kezdeti fdzisa pedig 0.
Vizsgaljuk most az inhomogén mésodrendii

Ly)=y"+p )y +p2(t)y=[f(1)
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linedris differencidlegyenlet megoldésat a p; és py egyiitthaté fiiggvények folytonossdga mellett.
Tegyiik fel, hogy ismerjiik az

Ly)=y+pm®)y+p2()y=0

homogén d.e. két linedrisan fiiggetlen megolddsédt y; (£)-t és ys (t)-t. Az inhomogén d.e.
megoldasat az

y () =Cr(t)yn (1) + Co (1) y2 (1)
alakban keressiik (konstansok varidldsa moddszer), ahol Cy és Cy egyenlére ismeretlen fiig-
gvények. Derivélds utdan kapjuk, hogy

v (1) =Cr(t)yr () + Ca2(t) g (1) + CL () ya () + Co () w2 (1) -
Feltessziik, hogy
Crt) v (t) +C3 () y2 (t) = 0.
Késobb beldtjuk, hogy ez lehetséges. A feltevés miatt ' = Cyy) + Cayh és
y" = Ciyl + Cayy + Cy; + Cas.
Innen kapjuk, hogy

L (y) = Ciyy + Cayy + C1yi + Caysy + p1 (Cryy + Cayy) + p2 (Cryn + Caya)
= C1 (4] + p1vy + pan) + Co (Y5 + prvhy + paye) + Cryh + Coyy
=C1 () (1) +C5 (D) yp (1) = f (1)

Mindent sszevetve Cf-re és Ch-re a kovetkezd ”linedris egyenletrendszert” kapjuk :

Cr() (1) + G (H g (1) = 0,
Cr® i (0) +Ca () ya () = f (1)

B IR -

Az yy (t) és yo (t) fiiggvények linedris fiiggetlensége miatt a homogén

[yl(t) y(thzo

Miétrix formédban:

R

egyenletrendszernek csak az x = 0 trividlis megoldédsa 1étezik, azaz

yi(t) a2 (t) ])
det 0.
([n i ])#
Tehat a (7.36) linedris egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté. Jelolje a megolddsokat
Cit)=o1(t), Cy(t)=¢alt).
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Integralassal kapjuk, hogy

&) (t):/¢1 () dt+ Ay, O (t):/@ (£) dt + Ay,

ahol A, és A, integréldsi konstansok. Az inhomogén linedris d.e. ”éltaldnos” megolddsa tehat:

y(t) = Augs (1) + Aoy (£) + 11 (1) / b (6)dt + s (1) / o (1) dt.
Feladat: A fenti eljardssal adjuk meg és elemezziik a gerjesztett lengést lefrd
my” + hy' + ky = Pysinwgt

inhomogén mésodrendii d.e. megolddsdt!

7.3. Megjegyzések

1. Szamos, technikai és/vagy alkalmazési szempontbdl érdekes specidlis esetben meg lehet
hatdrozni a differencidlegyenlet explicit (analitikus/elméleti) megoldését kiilonféle fogdsok segit-
ségével. Ezeket a differencidlegyenletekrol szolé tankonyvek és kapcsol6dé példatarak tobbnyire
tartalmazzak, valamint Kamke, Murphi és Polyanin-Zaitsev 6sszefoglalé munkai.

2. Ezek az "integraldsi médszerek”, vagy egy résziik szimbolikus matematikai programcso-
magokban is megtaldlhatok. Pl. a DERIVE rendszer ODE1.MTH és ODE2.MTH programfajlja
szamos alapveto elsérendii és masodrendii esetet tud kezelni.

3. Analitikus megolddsok csak korldtozott szdmu esetben elérhetok és sok esetben ezek
hasznédlhatésaga is kérdéses. Ezért szdmos numerikus eljarast fejlesztettek ki kozonséges dif-
ferencidlegyenletek kozelité megolddséra, amelyek kiilonféle programcsomagokban (MATLAB,
MAPLE, stb.) kénnyen megtaldlhatok.
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8. fejezet

A differencialgeometria elemei

Jeloljiik az R3-beli egységvektorokat a kovetkezdképpen:

1 0 0
i=|0}, j=(1], k=10
0 0 1

Ekkor tetsz6leges v = (v, vy, v,) € R? felirthaté v =v,i+ v,j+ v,k alakban. A v vektor hosszén
a|v] = /vi + vz + v2 szdmot értjiik. Két vektor a és b skaldris szorzatén az |a| |[b| cos ¢ szdmot
értjiik, ahol ¢ az a és b vektorok &ltal bezart pozitiv irdanyui szog. Igazolhato, hogy

a’b =a,b, + a,b, + a.b, = |a||b|cos . (8.1)

Az a és b vektorok vektoridlis szorzatdan azt a a x b-vel jelolt vektort értjiik, amelynek
hossza |a||b|sin¢ és amelyre az a, b és a x b vektorok (ebben a sorrendben) jobbsodrasu
rendszert alkotnak. Igazolhaté, hogy

i j k

axb=|a, a, a, (8.2)
by b, b

= (ayb, — aby) i+ (ab, — azb,)j+ (ab, — ayb,) k. (8.3)

Az

r=r(t)=|ylt) | =z@)i+y®)j+z(t)k (tel) (8.4)

eloirdssal megadott egyviltozos vektor-skaldr fiiggvényt térgorbének nevezziik.
Példa: r (t) = [cost,sint,t]” (0 <t < 107) csavarvonal:
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40

30

20

== T

eloirdssal definidljuk. Eszerint

Tl | = Wity it Ok

A derivalt vektor geometriailag a térgorbe érintévektora. Ha r (¢) egy fizikai pontmozgést ir le,
akkor a pontmozgds sebességvektora.

72

A vektor-skalar fiiggvények derivéltjaira vonatkozé fontosabb miiveleti szabdlyok:
1. ¥’ = 0, ha r konstans vektor,
2. (V:l:W)/ =v +w,
3. (f(B)x) = f () v+f )V
4. (VTW) = ')Tw+v w,
5. (vxw) =v xw+vxw,
6.
dv dv dt
dr — dt dr’
Vektor-skaldr fiiggvény magasabbrendii derivaltjai:

— =t () =W )i+ y" O)j+ P ()k (keN).

Ha r (¢) fizikai pontmozgést ir le, akkor r” (t) a mozgé pont gyorsuldsvektora.
Vektor-skaldr fiiggvény Taylor-sorfejtése:

dr (to)
dt

1 dkr (to)

B =)+

r(t)=r(t) +

(t—to)+---+
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Ez tkp. az x (t), y (t) és z (t) fiiggvények Taylor-sorfejtéseibél 4ll6 vektor.
A vektor-skaldr fiiggvény hatdrozatlan integrélja:

w@y_/v@ma ha W' (£) = v (£).

A megfelel hatarozott integral pedig:

Az r (t) (o <t < ) térgorbe ivhossza:

B B
s= [ wwlde= [l OF +lr OF + 12 0

Ha az s ivhossz szerint paraméterezziik a térgdrbét (természetes paraméter), akkor az fvhossz
szerinti derivaltvektor a t-vel jelolt érinté egységvektor:

drdr dt , 1 r

ds —dt " ds (%)

A kovetkezokben feltessziik, hogy az r gorbe az s ivhossz paraméterrel van megadva (ha
nem akkor a fenti ivhossz képlet alapjdn ezt megtehetjiik).

A kovetkez6 fogalmakat vezetjiik be:

A térgorbe érintévektora (az s; paraméterértékkel megadott M pontban):

dr (81)
ds

A t egységvektor egyirdnyt a térgorbe M pontbeli érintdjével és a gorbe pozitiv irdnydba mutat.
2
Fonormalis és gorbiilet: A d;T(‘;l) vektorral azonos hatdsvonalon 1év6 n egységvektort a
gorbe M pontbeli fonormdlisinak nevezziik:

d?r(s1)
n— ds? )
d?r(s1)
ds?
A K= ‘d2;8@1)‘ mennyiséget a gorbe M pontbeli gorbiletének, a p = 1/ ‘% mennyiséget

pedig gorbiileti sugdrnak nevezziik.

Ha egy térgobe gorbiilete a térgérbe minden pontjéban 0, akkor a goérbe egyenes.

A t érintévektor és az n fénormélis vektor mindig merdleges egymadsra. Vegyiik hozzajuk
harmadikként a b = t x n egységvektort, amely merdleges t és n sikjara. A b vektort binor-
malisnak nevezzik.

A t, n, b vektorhdrmast a térgorbe M pontbeli kisérd triéderének nevezziik.
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rektfikalosik

/

n /\\

simulésik r(s)

\/ //
e

e

P normalsik

A Taylor-sorfejtés szerint a térgorbe médsodrendii pontossdggal t és n sikjaban fekszik
(simuldsik). Az n és b sikjat normdlsiknak, t és b sikjét rektifikalosiknak nevezziik.
Az r (s) térgorbe M pontbeli T' torziéjén (csavaroddsédn) az

' (s1) Y (s1) 2 (s1)
" 2 7
dr(s1) o, d*r(s1) T r(sn) -T”/(Sl) ym(sl) ”/(51)
" 1 ds ds? | 2" (s1) Y (s1) (s1)
7 x| T ) I O + [ (s

szamot értjilk. Ha 7" > 0, akkor a csavaroddst jobbmenet{inek, ha pedig 7' < 0, akkor a
csavarodast balmenetiinek nevezziik. Ha a térgorbe minden pontjdban 7" = 0, akkor a gorbe
sikgorbe. A || szémot a torzié sugardnak nevezziik.

Példa: Szémitsuk ki az ¢ = acost, y = asint, z = bt (a > 0) csavarvonal gorbiiletét és
torzigjat (b > 0 jobbcsavar, b < 0 balcsavar). Az ivhossz:

5T /Ot Vi O + Iy OV + [ )Pdr = /Ot VTR = B T

Innen ¢t = s/v/a? + b? és a térgorbe ivhossz szerinti paraméterezése:

l‘(s)—CLCOSL (s)—asin; z(s)—bL
- 2 T e VR R
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A gorbiilet:

d’r (s
| (s
ds?
2 2 1/2
= —4 cos i —a sin i +0?
e are] are ™ Ve
=a/ (a®+b%).
A torzio:
asin\/ag’w acos\/a;j b
Va2 +b? Va2 +b? Va?+b?
T (l2+b2 2 a‘:os\/a;W asin\/a;W
=\ T ayE . T e 0
asin\/a;ﬁ acos\/a;ﬁ 0
(a2+b2)3/2 (a2+b2)3/2

(a* 4 2 a2 b
B a (a2 +b2)°  a?+ b

Mindkét mennyiség a csavarvonal esetében allando.
A 3D térben feliileteket a kovetkezoképpen adhatunk meg:
Descartes koordindtikban:

z=2z(x,y) (explicit alak), F (z,y,z)=0 (implicit alak).
paraméteres alakban:
r=x(u,v), y=yuv), z=z(u,v).

vektori alakban:
r=r(u,v).

A vektori alak nem mds mint
r=r(u,v)=z(u,v)i+y(u,v)j+ 2 (u,v)k.
Példa: A (0,0, O)T kozépponti R sugari félgombfeliilet egyenlete:
F(ry,2)=2>+9y*+22—R*=0 (2>0).
Ugyanez két paraméteres alakban (0 < u < 27, 0 < v < 7/2) az
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(x.y.2)

Rcosv

y o

\

Rsinv

/i

dbra alapjdn

xr = Rcosusinv, y = Rsinusinv, 2z = Rcosv.

Vektor alakban:
r = (Rcosusinv)i+ (Rsinusinv)j+ (Rcosv) k.

Legyen D C R? az (u,v) paraméter értékek halmaza, (ug,vo) pedig rogzitett paraméter
értékek, amelyek az M pontot definidljak. Az r (ug,v) ((ug,v) € D) 3D gorbét az u = wug
paraméter értékhez tartozé u-paraméter, vagy koordindtavonalnak, az r (u,vo) ((u,v9) € D)
térgorbét pedig a v = vy paraméter értékhez tartozé v-paraméter, vagy koordindtavonalnak
nevezziik (—hald, gorbevonali koordinétak).

A feliilet M (ug, vo) pontjaban a v, u koordindtavonalak érintévektorai:

oz (uo, ’U())i N Jy (uo,vo)j N 0z (ug, vo)

r =y, (o, o) = ou ou ou k,

Oz (uy, vg)i N oy (uo,vo)j N 0z (ug, vo)

rz =1, (uo, vo) = v v dv k.

Az ry, ry vektorok sikja a feliilet M pontbeli érintésikja. Az érintésik M pontbeli normalis
egységvektora n, amellyel ry, ry, n jobbsodrasu rendszert alkot:

ri Xry

e x|
Ezt mutatja az aldbbi dbra:
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normalis

— v-vonal

rintésik

I ry
[ri]” [r2|’

Definicié: Legyen D az (u,v) paramétersik korldtos, zdrt részhalmaza, v = r (u,v) pedig a
D-n értelmezett vektorértékii fiigguény. A D tartomdnyhoz tartozé S = {r (u,v) | (u,v) € D}

feliiletdarab felszinén (felszinmérészaman) az

A feliileti ponttdl fiiggd n vektorhdrmast kiséro triédernek nevezziik.

F = // vl x v, | dudv (8.5)
D

integralt értjik (ha létezik).
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9. fejezet

Vektor-vektor filiggvények

v :R?® — R3 tipusu fiiggvényekkel (vektormezdkkel) foglalkozunk. Az i, j, k alapvektorokkal
kifejezve:

v=v(r,yz)=v(x,y,2)i+vs(x,y,2)j+vs(z,y,2)k. (9.1)
A ¢ : R® — R skaldr fliggvény gradiensén a
99
op. 0p. 00 5
9z
vektor-vektor fiiggvényt értjiik.
A v R3 — R? vektor-vektorfiiggvény divergencidjdn a
divy =20 4 92 | Ovs (9.3)

or Oy 0z
skaldr fiiggvényt értjiik.

Ha az értelmezési tartomédnyon divv azonosan 0, akkor a v vektormezot forrdsmentesnek
nevezziik.

A v :R3 — R? vektor-vektorfiiggvény rotdcidjdn (angolul curl) a

i j k
|2 9 4
rotv = or Oy 0z
U1 V2 U3

_ [(Ovs  Ouvy, dv;  Ovs ) . dvy  Ovy
—(a—y %)‘*(E m)”(ax ay)k

vektor-vektorfiiggvényt értjiik.
Ha az értelmezési tartomdanyon rot v azonosan zérus, akkor a v vektormezot érvénymentes-
nek nevezziik.
Példa: O kozéppontu gravitacios erétérben az r = [z, v, Z]T # (0 pontra haté gravitaciés ero:
V(I‘):—k;:— i (i+yj+ zk).
| \/($2 +y2+22)°
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A Derive program DIV fiiggvényének alkalmazdsdval azonnal adédik, hogy divv = 0. Hason-
l6képpen alkalmazva a CURL (rot) utasitdst kapjuk, hogy:

rot v =10,0,0]" .

Tehat a vizsgdlt gravitdcids erétér forrds- és drvénymentes.

A div, grad és rot miiveleteket otféleképpen kapcsolhatjuk ossze: div grad, grad div, div
rot, rot grad és rot rot.

Vezessiik be a Laplace-operatort:

2 2 2
NN ) 00
Igazak a kovetkezo sszefiiggések
div grad u = Au, rotgradu=0 (u:R*—R), (9.5)
div rot v =0, rot rot v = grad div v — Av, (9.6)

(ahol a grad és A operédtorokat komponensenként kell alkalmazni).

Ha a vektormez6 olyan, hogy v (r) =grad u (r), akkor a rot grad u = 0 6sszefiiggés miatt a
vektortér orvénymentes. Ekkor u (r)-t a v vektormezé potencidljanak nevezziik.

Legyen adott egy v : R® — R3 vektormezd és azr : R — R? (¢t € [, 3]) térgorbe (G).
A wvektormezé vonalmenti (skaldrértékii) integrilja a vonal mentén végzett munkdt adja meg.
Osszuk fel a térgorbét n részre:

Az R;_R; gorbeiven végzett munka kozelitbleg v (pi)T (r; —r;_1), az RoR,, teljes gorbeszakas-
zon pedig

Sy = ZV (pi)T (ri —1i1).
i=1
Ha a felosztds minden hatédron til finomodik, akkor alkalmas feltételek mellett S, tart a

B
W:/Gv(r) dr:/ v (r ()T (1) dt (9.7)
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mennyiséghez, amelyet a v vektormezo G gorbe menti skaldrértéki, integraljanak neveziink.
Ha a G gorbe zart, akkor szokds a §,v (r)dr jelolést is haszndlni. Ha G a Gy és G
egymadshoz csatlakozé és G-vel azonosan irdnyitott gorbeivekbdl &ll, akkor

/Gv(r) dr :/le(r) dr+ /GQV(I‘) dr. (9.8)

Példa: Legyen v(r) = (z+y+2)i+ayzj+ 2’k ésr=r(t) = (2cost)i+ (2sint)j + 4k
(0 <t < 2m). Ekkor
(t)) = (2cost +2sint +4)i+ (8sin2t)j + (4cos’t) k,
"(t) = (=2sint) i+ (2cost) ],
v(r ()" ' (t) = —2sin 2t — 4sin®t — 8sint + 16 cos t sin 2t
és
27
/ v(r () (1) di = —4r.
0

Legyen adott egy v : R® — R? vektormezé és az r : R? — R3 ((u,v) € D) feliilet (F). A

vektortér feliiletmenti (skalarértékii) integralja az F feliileten idéegység alatt dthaladé folyadék

mennyiségét méri, ha v az dramldsi sebességet adja meg. Bontsuk fel az F feliiletet a kozos
bels6é pont nélkiili F, Fy, , F,, feliiletrészekre és ezeken vilasszunk ki egy tetszoleges P; pontot:

v(p)
F

Pi
o
Ha F; felszine elég kicsi, akkor j6 kozelitéssel v (p;)-nek vehetjiik az anyagdramlési sebességet
F; minden pontjdban. Idbegységalatt a feliilletdarabon dtdramlé mennyiség egy hasdbszerii

testet tolt meg, amelynek magassiga v (pi)T n;, ahol n; a feliilet dramlds irdnydba mutaté
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normalis egységvektora. Ha AF;-vel jeloljiik az F; feliiletdarab felszinét, akkor a fenti hasédbsz-
eril test térfogata kozelitoleg v (pi)T n;AF;, az egész F feliileten egységnyi id6 alatt dthaladé
anyagmennyiség pedig kozelitoleg

n

In = Z A% (pZ>T HZAE

i=1

Megmutathato, hogy a felosztas finomitdséval (alkalmas feltételek megléte esetén) a fenti inte-
gralkozelitd osszeg konvergdl a

/F v (r) dF = / /D v (r (u,0))" (v, x 1) dudv (9.9)

mennyiséghez, amelyet a v vektormezo F' feliilet(ment)i skaldrértékt integraljdnak neveziink.
Zart feliilet esetén a ¢, v (r) dF jelolést is haszndljuk. A feliileti integral fontosabb tulaj-
donsdgai:

/F cv (r) dF =c / v(r)dF (c konstans),

F

/F [v1 (t) + vy (r)] dF = /F vi (r) dF + /F vy (r) dF,

/F1+F2V(r>dF:/Fl"(r)dFJr/sz(r)dF,

/Fv(r)dF:—/_Fv(r)dF.

Itt —F jeloli az F feliiletbol a feliileti normalis irdnyitdsdnak ellenkezore véltoztatdsaval keletkezo
feliiletet. Az eldjeltdl valo fiiggést szokds az

/Fv(r) dF = i//Dv(r (u, o))" (¢! x r!) dudv

formulédval is kifejezni.
Példa: Szamitsuk ki a

1
\/(x2 + 2+ 22)3

vektormezé felszini integréljat az origd kozépponti egységsugari G gombon (befelé mutaté
normalvektorral):

v(r)=—r/|r)’ = - (zi+yj+ zk)

r =(sinvcosu)i+ (sinvsinu)j+ (cosv)k (0<u<2m, 0<v<m).
Az egység gomb felszinén (22 + y? + 2% = 1 miatt)
v (r(u,v)) = —[(sinvcosu)i+ (sinvsinu)j+ (cosv) k].

82 VEKTOR-VEKTOR FUGGVENYEK



Egyszerti szamoléssal:

r, = — (sinvsinu)i+ (sinvcosu)j,
r, = (cosvcosu)i+ (cosvsinu)j— (sinv) k
és
i i K
r, Xr, =| —sinvsinu sinvcosu 0
COSVCOSU CcoSvUSInu —sinv
= — (Sin2 v CoS u) i— (sin2 v sin u) j— (sinwvcosw)k.
Tehdt
v (r (u,v))" (v}, x r’) = sin® v cos® u + sin® v sin® u + sin v cos® v
= sin® v + sinv cos® v = sin v
és

™ 2m ™ 2m
/ v (r)dF = / / sin vdudv = / (/ sin vdu> dv
F o Jo 0 0

= / (2m) sinvdv = 27 [— cos v]; = 4.
0

Fontos szerepe van a vektormezok vizsgédlataban és az alkalmazdsokban az integraldtalakitési
tételeknek, amelyek koziil a két legfontosabbat emlitjiitk meg.

Tétel (Stokes): Ha a zdrt G gorbével hatdrolt F felileten a v vektormezd rotdcidja létezik,
akkor

/ rot v (r) dF —]{ v (r)dr, (9.10)
F G

feltéve, hogy a két integrdl is létezik.

Tétel (Gauss-Osztrogradszkij): Ha a zdrt F felilettel rendelkezd V' térbeli tartomdanyon a v
vektorfliggvény divergencidja létezik, akkor

/Vdiv v (r)dv = ﬁv(r) dF, (9.11)

feltéve, hogy a két integral létezik és az F' feliilet normdlvektora kifelé mutat.
Példa: Ellenérizziik a Gauss-Osztrogradszkij tételt a v =xi + yj + zk vektormezo6 és az origd

kozépponti egységsugari gomb esetén. A V' = {[w, Y, Z]T |22+ 9%+ 22 < 1} gdombot hatarold
zért F :{[:1:, y, 2] | a2+ 4 2% = 1} feliilet két paraméteres alakja
sin v cos u
r=r(u,v) = | sinvsinu 0<u<2m,0<0v <.

COS v
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Minthogy div v =3, azért [, divv(r)dv = 3 [, dv = 47. A vektormezd lokalizdciéja az F
feliileten:
v (r (u,v)) = (sinvcosu)i+ (sinvsinu)j+ (cosv) k.

Korabban lattuk, hogy
r/, x rly = — (sinvcosu) i— (sin’vsinu)j — (sinvcosv)k.
Ez azonban befelé mutat, tehat (—1)-szeresét kell venniink. Igy kapjuk, hogy
—v (r (u,v))" (r!, x r’)) = sinw

és

ﬁv(r)dF— / e (u, o) ¥, x 1 dudy

2 27
/ / sin vdudv = / ( / sin vdu) dv
0

—/ (2m) sinvdv = 27 [— cosv|; = 4.
0

Tehat a Gauss-Osztrogradszkij tételt sikeresen ellenoriztiik az adott példéan.
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10. fejezet

Parcialis differencialegyenletek

Parcidlis differencidlegyenletek szamos fizikai, miiszaki, biolégiai probléma modellezésénél el6-
fordulnak. Tanulményozasuk a XVIII. szazadban kezdodott.
A parcidlis differencidlegyenlet (PDE) olyan egyenlet, amelyben egy két- vagy tobbvaltozos
ismeretlen fiiggvény legaldabb egyik parcidlis derivéltja szerepel.
Az elsérendit PDE-k implicit alakja a kétvaltozos z = z (x,y) fiiggvény esetén:
F(z,y,2,2) =0,

Ty
ahol F' adott fiiggvény. Az n-viltozds esetben esetben ugyanez:

/ /
F(xl,xg,...,xn,le,...,zxn) =0,

ahol z = z (xy,...,x,) és F egy 2n valtozds adott fiiggvény.
A masodrendiit PDE-k implicit alakja kétvéltozos esetben:

ro " "y o
F (aj,y, 2, 2y 2y Zay 2y zyy) =0, z=z(zy).
Fontos szerepet jatszanak a linedaris PDE-k.

Az elsorendi, linedris inhomogén PDE-k éltalanos alakja 2D esetben:
fl (ljhy) Z;c + f2 <x7y>23,/ + fU (I,y)2+f<13,y) = 07 z = Z(I7y),

ahol fo, f1, f2, [ adott fiiggvények. Ha f (x,y) = 0, akkor a PDE homogén.
A mdsodrendt linedris inhomogén PDE-k éltaldanos alakja (2D):

a(z,y) 2p, + b (2, y) 2, + c (2, y) 2, +
+d (2, y) 2, +e(x,y) z, + f(v,9) 2+ g (v,y) =0, 2=2(z,9),

ahol a,b,c,d, e, f, g adott fiiggvények. Ha g (x,y) = 0, akkor a PDE homogén.

Legyen D (z,y) = b?(z,y) — 4a(z,y) c(z,y) a mdsodrendi PDE diszkrimindnsa. Ha egy
(x,y) tartomanyban D (z,y) > 0, akkor a PDE-t hiperbolikusnak nevezziik. Ha D (x,y) < 0,
akkor a PDE elliptikus. A D (z,y) = 0 esetet parabolikusnak nevezziik.
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A PDE-k megoldédsa sokkal nehezebb mint a kozonséges d.e.-ké a lényegesen eltérd tulaj-
donsdgaik miatt.

Példaul tudjuk, hogy egy n-edrendii homogén linearis d.e.-nek n fiiggetlen megoldédsa lehet
és az dltaldnos megoldds n fiiggetlen konstanst tartalmaz. Tekintsiik most a

/ r_
22, —2,=0

homogén linedris PDE-t. Ennek tetszoleges differencidlhaté f fiiggvény esetén a
z=f(z+2y) (10.1)

fiiggvény megolddsa, ui. 2z, = f'(z+2y), 2z, = 2f' (v +2y). Most igazoljuk, hogy (10.1)
valéban a legaltalanosabb megoldds. Vezessiik be az 4j t = = + 2y és s = x véltozokat! Ekkor

A Y VA | / A VA !
Zy = Zily + 28y = 5 T 25, 2y = 2ty 2.8, = 22

miatt
22, — 2, = 22, = 0.

A 22! = 0 egyenlet altaldnos megoldasa: z = f (t) = f (x + 2y).
Vizsgaljuk most a homogén mésodrendii

azy, + bz, +cz,, =0 (10.2)
PDE-t, ahol a, b, c konstans. Keressiik ennek dltalanos megoldédsat
z= f(y+ma)

alakban, ahol f kétszer differencidlhaté tetszoleges fiiggvény. Behelyettesitve az

2

Zr =m2f" (y+ma), zZ, =mf" (y+mz), =z, =f"(y+mz)
kifejezéseket a fenti PDE-be kapjuk, hogy
(am® + bm + ¢) f" (y + mz) = 0.

Innen azonnal kapjuk, az am? + bm + ¢ = 0 feltételt, amelyet m-nek teljesitenie kell.
Ha két kiilonboz6 gyok (my # ms) van, akkor a linearitds miatt barmely

z = f(y+miz)+g(y +maz) (10.3)

alaku fiiggény megolddsa a fenti PDE-nek (feltéve, hogy g is kétszer differencidlhats). Ha
bevezetjikk az s = y +myz és t = y + mox 14j valtozokat, akkor a (10.2) PDE dtmegy a 2, =0
alakba. Ebbol viszont kovetkezik, hogy (10.3) valéban a legdltalanosabb megoldés.

Ha my = mo, akkor a kovetkezdképpen jarunk el. Tegyiik fel eldszor, hogy my # ms. Ekkor

h(y 4+ mix) — h(y + max)
mo — MMy
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megoldésa a (10.2) PDE-nek. Ha mgy — m;, akkor ez a megoldas konvergal a
[, (y + mx)], = 2B (y + 012)
értékhez. A g = ' helyettesitéssel, kétszeres gyok esetén (10.2) dltaldnos megoldésa:
z=f(y+mz)+zg9(y+mx). (10.4)

Példa: 2z, — 32, + 22, = 0 esetén m*> —3m +2 = 0, my = 1, my = 2 és az altalanos
megoldds: 2z = f (z +y) + g (2z +y) (hiperbolikus PDE). A 2, — 227 + 2, = 0 PDE esetén
m2—2m+1 =0, m; = my = 1 és az dltaldnos megoldds: z = f (z +y)+xg (z + y) (parabolikus
PDE).

Az elliptikus tipusi

Az =2y, + 2, =0 (10.5)
Laplace-egyenlet esetén m? + 1 = 0, m; = i, my = —i és az altaldnos megoldas alakja:
z=f(x+iy)+g(x—1iy). (10.6)

Habdr egy PDE-nek végtelen sok megolddsa lehet, kiilonféle kiegészité (kezdeti és perem)
feltételekkel a megoldds egyértelmiivé teheto.

10.1. Specidlis masodrendii parcidlis differencidlegyenletek

Fontos fizikai problémdk kozos modellje az

P 09
A = \—— — 10.7
¢+ f =gty (10.7)
alaki PDE, ahol f a hely fiiggvénye, A\ és pu fizikai konstansok.
A Laplace-egyenlet:

A¢ = 0.
A Poisson-eqyenlet:
Ap+ f=0.
A hullamegyenlet (rezgd hur, D’Alembert egyenlete):
1 0%
Ap = ——=.
¢ 2 Ot?
A hovezetés (diffizid) egyenlete:
1 0¢
Ap = ——.
¢ a? Ot
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A rezgo hir egyenlete

Vizsgaljuk a két végén befogott homogén és rugalmas rezgd hir (mozgds) egyenletét (1D hul-
lamegyenlet):
0? 0?
a—tf = cza—x(f (c > 0 konstans) (10.8)

¢(2,0)=F(z), ¢(z,00=GCG(z), z€R (10.9)
kezdeti feltételek mellett. A fenti hiperbolikus tipusi PDE &ltaldnos megoldasa:

6 (0,1) = f (a+ct) + g (x - cb), (10.10)
amelynek ki kell elégitenie az
¢(2,0)=f(2)+g(x)=F(r), ¢(2,0)=clf (z)—d ()] =GC(z) (10.11)
feltételeket minden = értékre. A maésodik feltételbdl integraldssal kapjuk, hogy
1 x
fa) =gl = [ Gl (10.12)
0
Ebbdl és az elso feltételbdl azonnal kapjuk, hogy
f@) =3 @+ [ GO
DR ’

9@0) = 3F @) o [ Gede

Ezeket behelyettesitve az dltaldnos megolddsba kapjuk a rezgd hir (1D hulldmegyenlet) kezdeti
feltételeket is kielégité megoldasat:

[F(z+ct)+ F(x—ct)] + — /Hd G (&) d¢. (10.13)

2¢ r—ct

DO | —

¢($,t) =

Megjegyezziik, hogy ez a megoldds D’ Alembert-t6l szarmazik.

A feladatot a viltozok szétvdlasztdsdnak moddszerével is megoldhatjuk, amelyre példat a
kovetkezo esetben latunk.

A ¢ (z,t) = f(x + ct) megoldds egy gorbét reprezental, amely negativ = irdnyban mozog ¢
sebességgel. Hasonléképpen a ¢ (z,t) = g (z — ct) egy olyan gorbét reprezentél, amely pozitiv
x irdnyban mozog c sebességgel. Ezért, dltaldnos értelemben beszélhetiink hulldmterjedésrdl is.
Példa: Keressiik a

0’ _ ,0%¢
2 = C a2 (¢ > 0 konstans) (10.14)
¢ (x,0) =2% @&, (r,0)=cosz, x€R (10.15)

88 PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK



feladat megolddsat! A képlet alapjén

DO | —

1 T+ct
¢ (z,t) == [(x+ ct)’ + (z — ct)z} + — / cos EdE

2C )t

z+ct
T—ct

1
2, 242 :
= 2+ —
e 4t 4 5 [sin ¢]

1

=2’ + PP + % [sin (z + ct) — sin (x — ct)]
c
1

=2’ + P + o0 [sin x cos ¢t + cos x sin ¢t — sin z cos ¢t + cos x sin ct]
c

1
=2+ At + Zcossinct.
c

D’Alembert klasszikus médszere a most vizsgédltaknal dltalanosabb feladatokon is haszndl-
haté.

A Laplace egyenlet
A kétviltozos
Ap = ¢y, + by, =0 (10.16)

Laplace egyenlet megoldasat vizsgdljuk a 0 < x < L, 0 < y < H téglalapon a kovetkezo
kikotésekkel:

¢(0,y) = (L,y) = ¢ (2,0) =0, ¢z, H)=f(z). (10.17)
Ez a kezdeti érték feladat egy hovezetési feladatot ir le, ahol a téglalap harom oldalén a
hémeérséklet 0, a negyediken pedig f (z):

y
A

f=f(x)

f=0 f=0

\

Alkalmazzuk a véltozok szétvilasztdsanak modszerét, ami azt jelenti, hogy a megoldést a

¢ (z,y) =X ()Y (y)
alakban keressiik. FEzt behelyettesitve a A¢ = 0 egyenletbe kapjuk, hogy
X" (2)Y (y) + X (2) Y" (y) = 0,
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ahonnan atrendezéssel
1 " 1 1
- r)=——Y"(y
X" W=y W
adodik. Kifejtve kapjuk a
X" () + kX (2) =0, Y"(y)— kY (y) =0

kozonséges d.e.-ket. Figyelembevéve, hogy a kezdeti feltételekbdl X (0) = X (L) =Y (0) =0
kovetkezik, ezen d.e.-k megoldésai

= k? = konstans

X=X, :Ansm?, Y=Y, =8, sthy
alakban frhatok fel. Tehat a PDE egy partikuldris megoldésa
nmy

(b ¢n—an51n%81 hT (n:1,2,)

alaki (a, = A, B,) és kielégiti az els6 harom peremfeltételt. Ez teljesiil a
> . nmx nwy
= E . nh -7

0] 2 iy SI0 —— sin 7

sorra is, ha az alkalmas médon konvergdl. A negyedik peremfeltételt ez a ¢ akkor teljesiti, ha

¢ (x,H) :i (ansinhm;H) sin? =f(z) (0O<z<lL).

n=1

A Fourier-sorok elmélete alapjin
n H nmx
a, sinh T / f (z)sin Ldm = Cp,

ahonnan a feladat megolddsa (a sorok konvergenciajat feltételezve):

00
Cn nwr . nmy

¢(:c,y)zzsinh%sin 7 sinh 7
n=1

Példa: Legyen L = H = 100 cm és f (z) = 100°. Ekkor a fenti képlet alapjan

0, han=2k
400/ (mn), han=2k+1

9 100

nmr
== 100 sin 2% g —
“ =700 J, S 700 " {

Tehét a megoldés

400
== nmx nmy

_ 0 -
dley)= ), sinh (n7) 100 D 100

n pdratlan

(3] s (2k+1)mx
_ @Z sin 2 o 2Ry
™ (2k + 1) sinh ((2k + 1) 7) 100

Feladat: Igazoljuk, hogy a hémérséklet a lemez centruméban 25°!
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