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Bevezetés

Ez a jegyzet az Obudai Egyetem Neumann Janos Informatikai Karan tanulé mérndkinformatikus hall-
gatok szaméra irédott, hogy a Programozas II. targy el6adasai és gyakorlatai mellett egy irasos anyag is
segitse a felkésziilésiiket. Bar a jegyzet anélkiil is érthetd, mégis erésen javasolt az eladéasok latogatasa,
illetve a gyakorlatokon valé aktiv részvétel, mivel mindketts tartalmazhat olyan témakorcket, amelyek
itt nem jelennek meg.

A jegyzet erGteljesen épit az ,,Algoritmusok, adatszerkezetek 1.” jegyzet [9] anyagara, az ott bevezetett
fogalmakat (tipusok, strukturélt programozas, stb.) és technikdkat (programozasi tételek, rendezések,
stb.) itt mér ismertnek tekintjiik, igy azok ujboli bemutatasara mar nem keriil sor. Hasonl6 modon
feltételezziik, hogy az olvasé rendelkezik legalabb egy objektum-orientalt programozasi nyelvben kdzepes
szintd ismeretekkel. Bar a jegyzet irasakor fontos szempont volt, hogy csak altalanos, konkrét programo-
zasi nyelvektdl fiiggetlen leirdsokat tartalmazzon, a megértést mégis nagyban segiti, ha az itt megjelens
fogalmakat és pszeudokoédokat hozza tudjuk kotni konkrét programozasi nyelvi elemekhez (kiilondsen
kiemelve ez utébbiakat, amelyeket esetenként célszerd lehet implementélni is egy vélasztott nyelven).

A tananyag hatérainak megszabasakor arra torekedtiink, hogy az 6sszhangban legyen a BSc képzésben
résztvevd mérnokinformatikusok elvarasaival (illetve a t6liik elvartakkal). Emiatt a konkrét programozasi
nyelvek szintjénél joval absztraktabb modon, altaldnos formaban targyaljuk a témakdroket. Az elméleti
fejtegetések azonban csak olyan szinten jelennek meg, hogy azok ravilagitsanak az okokra és okozatok-
ra, a legtobb esetben nem ragaszkodunk a preciz matematikai definiciokhoz és bizonyitasokhoz. Ez a
szabatossdghdl tett engedmény remélhetéleg megtériil abban, hogy a jegyzet gordiilékenyebben olvasha-
t6, konnyebben tanulhaté azok szamara, akik most talalkoznak elGszor az itt leirtakkal. A szbvegben
talalhato6 szakirodalmi hivatkozasok pedig utmutatast adnak azoknak, akik mélyebben is el szeretnének
meriilni egy-egy témakorben.

Az egyes technikdk bemutatasa mindig az alabbi 1épéseket koveti majd: a probléma révid bemutatéasa,
ennek megfelelGen a sziikséges modell (fogalmak, stb.) felallitasa, megoldas elvi hatterének attekintése,
egy lehetséges megoldast jelent§ pszeudokéd bemutatdsa és annak részletes elemzése, majd pedig egy-
egy példan keresztiil a fentiek gyakorlati vizsgalata (néhany, bonyolultabb esetben a példa megelGzheti
a pszeudokodot, ezzel is elGsegitve az alapelv megértését). Fontos kihangsilyozni, hogy altaldban csak
egy lehetséges megoldést mutatunk be a sok koziil, a legtobb esetben taldlhatunk ennél révidebbet vagy
akar hatékonyabbat. A jegyzet célja ugyanis nem a végletekig optimalizalt, legkifinomultabb modszerek
bemutatéasa, ehelyett megelégsziink az alapelvek attekintésével.

A szoveg gyakran tartalmaz utaldsokat az egyes pszeudokddok soraira, illetve egyes abrakra, ese-
tenként alabrakra. A hivatkozasok tul nagy szdma mar az olvashat6sag rovisara menne, emiatt ezek
csak a kiilon figyelmet érdemld, illetve kulcspontokat jelents részeknél jelennek meg. Célszert emiatt az
elvi hattér megértését kovetGen mind a pszeudokddokat, mind pedig az dbrakat kiilon is attekinteni. A
megjegyzéseknek koszonhetden ezek dnmagukban, a szovegtdl fiiggetleniil is kdnnyen értelmezhetdk.

Fejezetek rovid attekintése

A jegyzet felépitése a mar emlitett Programozas II. targy tematikajat koveti, és bar az egyes fejezetek més-
més témakoroket dolgoznak fel, azok gyakran egymasra épiilnek, igy az egyes fejezetekben feltételezziik
az el6zGek ismeretét.

Az 1. fejezetben egy széleskorien alkalmazhat6 problémamegoldési technikat, a visszalépéses keresést
ismerhetjiikk meg. Ez nagyon hatékonyan hasznalhat6 olyan esetekben, ha tobb részfeladatot kell megol-
danunk, és az ezekre adhaté megoldasok valamilyen formaban kizarjak egymést. A visszalépéses keresés



alapelvén tulmenGen szamos példat is tartalmaz a jegyzet, azt hangstlyozva, hogy ugyanaz az algoritmus
milyen sokréttien hasznalhatd egymastoél jelentGsen kiilonbozé feladatok megoldasa sorén.

A késobbi fejezetek egy nagyobb egységet alkotnak, ugyanis kiillonb6z6 adatszerkezeteket mutatnak
be. Adatszerkezetek alatt a szamitdgépben vald tarolds lehetséges modjait értjiik, amelyek alapvetGen
az alabbiak specifikilasat jelentik:

méban valésitja meg az egyes elemek, illetve a koztiik 1év6 kapcsolatok eltarolasat.

e Az adatokon végezhets miiveletek: Az adatok eltérolasan tul biztositanunk kell az ezekhez vald
hozzaférést is. Ez a kiillonbozd tarolasi modot hasznalé adatszerkezetek esetében egészen mas al-
goritmusokat igényelhet. Bar az egyes mddszerek mas-més miiveleteket tesznek lehet6vé, altalaban
elmondhato, hogy az alabbiakhoz hasonlokkal talalkozhatunk:

— Inicializalas: Alaphelyzetbe hozza az adatszerkezetet. Ilyenkor még nem tarol elemeket, azon-
ban mar alkalmas a késGbbi miiveletek végrehajtasara.

— Beszuras: Eltarol egy 4j elemet az adatszerkezetben. Ez a konkrét megvaldsitastol fiiggéen
kiilonb6zs kiegészité paramétereket igényelhet (0j elem helye, kulcsa, stb.).

— Bejaras: Az adatszerkezet minden egyes elemének a feldolgozisa. Maga a feldolgozas miivelete
tetszéleges lehet, valojadban nem is ez érdekes szdmunkra, hanem az elemek egyenkénti elérése.

Keresés: Egy megadott elem (kulcs alapjan, tulajdonsag alapjan, sth.) megkeresése az adat-
szerkezetben.

Torlés: A megadott kulcsa elem eltavolitasa az adatszerkezetbdl.

A fenti leirasok meglehet&sen elnagyoltak, ez azonban ezen a szinten még szdndékos. Célunk annak
bemutatéasa, hogy az egyméastol jelentGsen kiillonbozs adatszerkezetek is alapvetGen hasonlé miiveleteket
tamogatnak, még ha a hattérben egészen méshogy is hajtjak azokat végre. Hasonlé médon azt sem akar-
juk pontositani, hogy milyen tipust adatokat tarolunk el (szamot, széveget, objektumot, stb.), ugyanis
az Osszes modszernél latni fogjuk, hogy az adatszerkezetek felépitése és miikodése alapvetGen fiiggetlen
attol, hogy mit tarolunk el benniik.

A 3. fejezetben taldlhatd hasité tdbldzat valosziniileg ismerGs lesz mindenki szdméra, ez ugyanis a
hagyoméanyos tombok altaldnositasaként foghaté fel. Legnagyobb elénye, hogy az elemek kulcsa egyér-
telmten (egy fliggvény segitségével) meghatarozza azok memoriabeli helyét, ennek koszonhetSen nagyon
gyors beszuras/keresés/torlés miiveleteket tudunk késziteni. Hatranya, hogy a bejaras viszont nehezen
oldhat6 meg, illetve nagy szamu kulcs esetén a remek teljesitményt se tudjuk mindig biztositani.

A t6mbdkhoz képest joval nagyobb valtozast jelent majd a ldncolt lista adatszerkezet, amellyel a 4. fe-
jezet foglalkozik. Bar a listdkat is eltarolhatjuk a tombokhoéz hasonlé moédon, de altaldban dinamikus
adatszerkezetként tekintiink rajuk, tehat az elemek altal ténylegesen elfoglalt memoriateriilet futas koz-
ben is valtozhat a beszurasok és torlések hatdsara. Ez utébbi mar onmagiban is meglehetdsen nagy
elényt jelenthet, és ezt még kiegésziti az a j6 tulajdonsaga, hogy a modositd miiveletek (besziras, torlés)
mindig csak a modositando6 elem kozvetlen kdrnyezetét érintik, igy gyorsan elvégezhetSk. Az adatszerke-
zet sajnos szamos hitrannyal is bir, megnovekszik a tarhelyigény, illetve elveszitjiik a gyors véletlen elérés
(és ezzel a hatékony keresés) lehetSségét. A jegyzet tobbféle lancolt lista megvalositédssal is foglalkozik.

A lancolt listak szadmos probléméjara megoldast nyujt az 5. fejezetben taldlhatd bindris keresdfa. Ez
is rendelkezik a dinamikus adatszerkezetek elényeivel, s6t, ebben az esetben mar a keresésre is taldlunk
meglehetésen hatékony megoldast. A helyfoglalas itt azonban még nagyobb lesz, illetve latni fogjuk,
hogy a keresés is csak bizonyos esetekben lesz kielégits.

A 6. fejezetben taldlhatd B-fa kikiiszoboli a binéris kereséfa gyengeségeit is. A fa felépitése biztositja
a folyamatos gyors karbantartasi és keresési mtiveleteket, tovabba a tarolas is optimélis médon torténik,
kihasznélva napjaink szamitogépeinek (merevlemezeinek) felépitését. Miikodése ugyan az el6zéekhez
képest joval bonyolultabb algoritmusokat igényel, azonban érdemes vele foglalkozni, hiszen napjainkban
is szdmos helyen talalkozhatunk ennek gyakorlati hasznéalataval.

Az utolso targyalt adatszerkezet a 7. fejezetben bemutatott grdf lesz. Ez szintén ismerds lehet, hiszen
ez tulajdonképpen megfelel a matematika targyakbol mar el6zéleg megismert grafoknak. Jelen jegyzetben
emiatt nem is szeretnénk elmeriilni ezek gyakorlati hasznélatdban, hiszen az nagyon messzire vezetne,
pusztan az adatszerkezetként valo hasznélat alapjait tekintjiik at: milyen forméaban tudjuk eltarolni a
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grafokat, illetve hogyan tudunk hozzaférni a benniik eltarolt adatokhoz. A fejezet tartalmaz egy részletes
megoldast a legrovidebb utak keresésére, de ezt tekintsiik egy 6nkényesen kiragadott (latvanyos) példanak
a szakirodalomban talalhaté szamtalan graf algoritmus koziil.

A jegyzetben szerepld pszeudokédokrol

Az algoritmusok bemutatasa mindig pszeudokodok segitségével torténik. Ezek hasznélata gyakran felvet
kényes kérdéseket, mivel a konkrét programozasi nyelvekkel ellentétben nincsenek egységes szabalyok a
pszeudokodok irasara, igy nehéz koriilhatarolni, hogy milyen szint mtveleteket (pl. csere?) tekintiink a
kodban alapmitveletnek, vagy kiilon kifejtendének (bar jegyezziik meg, hogy ez a ,hatrany” adja a psze-
udokoédok hasznalatanak létjogosultsidgat is, hiszen igy szabadon hatarozhatjuk meg a hasznélni kivant
absztrakcios szintet). A jegyzetben talalhato kodok alapvetGen alacsony szintiiek, mar-méar a programo-
zasi nyelvekhez egészen hasonléak, hogy ez is elGsegitse az esetleges implementacié zokkenSmentességét.
Ezt a szabalyt azonban barmikor megszegjiik, amikor a kénnyebb olvashatosag azt megkivanja (pl. hal-
mazmiiveleteket is hasznalunk a kédokban).
A jegyzetben hasznélt pszeudokodok az alabbi részekbdl dllnak Gssze:

e Bemenet: Az algoritmus bemenetét jelent§ paraméterek felsoroldsa. A paraméterek neve mellett
mindig szerepel a paraméterek tipusa, esetleg egy rovid leirés.

e Kimenet: Az algoritmus kimenete, ami alapvetGen két formaban jelenhet meg:

— Fiiggvények esetében a visszatérési érték: A pszeudokodban megengedjiik, hogy egy fiigg-
vénynek tobb visszatérési értéke is legyen. Mivel a visszatérési értéknek nincs ,neve” igy itt
altaldban azt a valtozét adjuk meg névként, aminek az értékét visszaadja a fiiggvény futasa
végén (néha el6fordul, hogy ilyen valtozo nincs, ilyenkor a név egy egyéb, a visszatérési értékre
jellemz sz6).

— Fiiggvények vagy eljarasok esetében a cimszerint dtadott paraméterek: Az algoritmus futasa
kozben ezeket megvéltoztathatja, ami hatassal van a paraméterként atadott valtozokra is,
emiatt ezeket is kimenetnek tekintjiik. Névként itt a paraméter nevét hasznaljuk.

e Fiiggvény vagy eljaras fejléce, illetve torzse: Ez tartalmazza magat az algoritmust.

e Filiggvény hivasa: Rekurziv fiiggvények esetében ez a szakasz mutatja meg a meghivas pontos
modjat.

e Felhasznalt valtozdok és fiiggvények: Ez a teriilet tartalmazza azokat a pszeudokédban hasznalt
valtozokat, illetve meghivott egyéb fiiggvényeket, amelyek leirasa a bemenet/kimenet részb6l nem
egyértelmd.

A fliggvények és eljarasok pszeudokodja megfelel a szakirodalomban mar megszokott formanak, emiatt
ennek részletes bemutatéisat itt mellgzziik. AlapvetSen a strukturdlt programozas eszkozeit hasznaljuk
itt, esetenként kiegészitve objektum-orientalt jellemzGkkel (néha a révidebb leiras kedvéért megszegjik
ezeket a szabélyokat, de csak akkor, ha az nem okoz félreértést).

Néhany tovabbi megjegyzés, értelmezési javaslat a pszeudokédokkal kapcsolatban:

e A valtozok esetében az olvashatdsig érdekében nem adjuk meg kiilon azok deklaraciojat. Az egyes
valtozok tipusai sem szerepelnek abban az esetben, ha az egyértelmi (pl. tombok cimzésére hasznéalt
valtozo nyilvan egész lesz). Altalaban az aldbbi elnevezéseket hasznéljuk:

— 4,7, k,.... egész szadmok, tipikusan tombdk cimzésekor
— A, B, ...: tombok
— p,q,e,r,.... elemre valo hivatkozast tartalmaznak (a pontos tipus implementaciofiiggs)

Amennyiben egy véltozo tipusa nem egyértelmt, akkor az megtalalhat6 a ,Felhasznalt valtozok és
fiiggvények” részben.

e Bizonyos esetekben sziandékosan nem adunk meg pontos tipust. Példaul az adatszerkezetekben egy
T bettivel helyettesitjiik az eltdrolni kivant tartalom tipusat, ezzel is azt hangsilyozva, hogy az
tetszoleges lehet (szam, szoveg, stb.). Altaldban az alabbi elnevezéseket hasznaljuk:
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— T: eltaroland6 adat tipusa (tetszéleges tipus)
— K: az eltaroland6 adatokhoz tartozo kulcsok tipusa (egyedi és altaldban Gsszehasonlithato)

— M: adatszerkezetek esetében egy elemre mutato6 hivatkozas tipusa (tényleges implementaciotol
fiiggGen lehet mutato, referencia, index, stb.)

Ezeknél a tipusoknél néha éliink valamilyen megszoritassal, pl. hogy a T sszehasonlithaté legyen.
Tehat lehet barmilyen tipus, aminél el tudjuk doénteni két elemrsl, hogy melyik kisebb.

e A tombok indexelését (hacsak ezt kiilon nem jelezziik) mindig 1-t6] kezdjiik.

e Egy A tomb i. elemét az alabbiak szerint érjiik el: A[i]. Néha hasonlo értelemben hasznéljuk az A;
jelolést. Ez utébbi alapvetden ugyanazt jelenti, de itt az A-t inkabb mint tetszéleges adatszerkezetet
tekintjiikk, nem ragaszkodunk ahhoz (vagy legalabbis nem akarjuk kihangsulyzni), hogy az t6mb
legyen. Néha mindkét jelolés megjelenik egy kodban, ez altaladban nem okoz zavart, sét, javitja az
olvashatdsagot, pl. A[S[i]] helyett A[S;].

e Az X.y formaval jeloljiik az X elem y tulajdonsagat. Ez lehet akar egy tomb mérete, egy objektum
mezdje, egy szoveg els§ karaktere, sth.

o Az f() vagy X.f() forméval jeloljik az f nevi fliggvény hivasat, illetve az X elem f miveletének
meghivasiat. Amennyiben nem nyilvanvalo, a ,,Felhasznélt valtozok és fiiggvények” rész tartalmazza,
hogy mit csindl ez a fiiggvény.

o Néhany specidlis mivelet, amiket gyakran hasznalunk a kédokban:

— a < b,a < b: értékadas, csere (hivatkozasok esetében maguk a hivatkozasok értéke valtozik,
nem a hivatkozott elemé)

— aAbya Vb, —a: szokisos logikai operatorok (és, vagy, tagadas)

— a € X, X U{a} : szokdsos halmazmiiveletek (eleme, unio)

— S <a,a< S: az S sorba egy 0j elem elem elhelyezése, illetve kivétele

— V <a,a<V: aV verembe egy 1j elem elem elhelyezése, illetve kivétele

— ¢, ®: specialis konstansok, az iires illetve t6rolt tartalmat jelzik (pontos jelentésiik az algorit-
mus leirasbol deriil ki)

—(a<+ f?7b : ¢): a C nyelvekben megszokott mtivelet, amely szerint az a értéke legyen a b
értéke akkor, ha az f igaz, illetve a c értéke egyébként

Végiil egy fontos megjegyzés: néhany kivételtsl eltekintve (nevezetes algoritmusok) a jegyzetben
megjelend pszeudokddokra csak mint egy lehetséges implementéciora kell tekinteni. Tehat a cél nem az itt
szerepl6 kodok bettirsl-betire valé megtanulasa, sokkal inkdbb az egyes technikék elvi hatterének alapos
megértése, amiben segitséget nytujthat a pontos pszeudokdd illetve a példat bemutatd dbra. Amennyiben
valaki valéban, minden részletre kiterjedGen érti a végrehajtandé miveletek pontos menetét, akkor az ez
alapjan barmikor tud rekonstrualni egy jél miikods pszeudokddot.

Ko6szonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom Dr. Csink Laszlonak, akivel a Programozas II. (illetve korabban Programozasi Pa-
radigmék és Technikdk) nevi targy elSadasait évek ota kozosen tartjuk. Tovabbé koszonettel tartozom
Dr. Vamossy Zoltannak, aki az évek folyaméan szamos értékes észrevétellel segitette a targy végsé for-
méjanak kialakitasat, majd pedig vallalta ennek a jegyzetnek a lektori feladatait is. Szintén kdszondm a
sok segitséget Dr. Sergyan Szabolcsnak is, akivel mind a Programozés I. targy oktatdjaként, mind pedig
az Algoritmusok, adatszerkezetek 1. jegyzet szerzGjeként is napi szinten egyeztettiink és remélhetéleg
egyeztetlink a jovében is.

Végiil, de nem utolsé sorban szeretnék koszonetet mondani az Alkalmazott Informatikai Intézet mun-
katarsai koziil Cseri Orsolya Eszternek, Dr. Erdélyi Krisztinanak, Nagy Tibor Istvannak, Szabé Zsoltnak,
Szanté Balazsnak és Urban Andrasnak, akik a Programozas I1. targy laborjait tartottik. Az évek folya-
méan szamos értékes észrevételt fogalmaztak meg, amelyek beépiiltek ebbe a jegyzetbe is.
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1. fejezet

Visszalépéses keresés

1.1. Visszalépéses keresés alapgondolata

1.1.1. Alapelv

A wvisszalépéses keresés (backtrack) egy olyan problémamegoldéasi modszer, amely az alabbi esetekben
hasznalhaté a leghatékonyabban:

e A megoldando feladat tobb, egymastol csak kdzvetve fliggs részfeladat megoldasabol all.

e Mar a részfeladatok egy részébdl is lehet arra kovetkeztetni, hogy az azokra adott részmegoldasokkal
biztosan nem érhet6 el a teljes megoldas.

A visszalépéses keresés alapelve, hogy egyesével dolgozzuk fel a megoldando6 részfeladatokat. Az
elsé részfeladathoz valasztunk egy lehetséges részmegoldast, majd nézziik a kdvetkezét. Amennyiben
talalunk olyan részmegoldast, ami kielégiti a masodik részfeladatot, és nincs ellentmondasban az elsé
részfeladathoz valasztottal, akkor ezt is rogzitjiik, és tovabblépiink a kovetkezs részfeladathoz. Amennyi-
ben valamelyik részfeladatnél nem taldlunk egy, az el6z6 feltételeknek megfelels részmegoldast sem, akkor
visszalépiink az el6z6 részfeladathoz, és ott keresiink egy mésik lehet&séget. Amennyiben a részfeladatok
és a lehetséges megoldasok szama véges, akkor véges szamu 1épést kdvetGen vagy taldlunk olyan részmeg-
oldasokat, amelyek egyenként kielégitik az Osszes részfeladatot (tehat talaltunk egy teljes megoldast),
vagy elGall egy olyan helyzet, hogy az els6 részfeladatrol is vissza kellene 1épniink, mivel az ott 1évé
minden egyes részmegoldasra belattuk, hogy egyik se lehet egy teljes megoldas része (tehat a feladatnak
nincs megoldasa).

A visszalépéses keresést gyakran rekurziv algoritmussal valdsitjuk meg, ahol a rekurzié alapelve:

o Visszavezetés: N részfeladat megoldasat tgy keressiik meg, hogy rogzitiink egy, az elsé részfeladatot
kielégits, és az el6zéleg talalt részmegoldasokat nem kizard részmegoldast, majd djra meghivjuk a
rekurziv eljarast a maradék N-1 darab részfeladatra. Amennyiben a rekurzi6 azzal az eredménnyel
tért vissza, hogy nem sikeriilt végleges megoldast taldlnia, akkor az adott szinten keresiink egy mésik
lehetséges részmegoldést, és Gjrahivjuk a rekurziét. Amennyiben nem taldlunk tobb lehet&séget,
akkor visszalépiink az el6z6 rekurzi6 szintre.

e Trivialis eset 1: A fenti hivas sordn ha mar csak egy darab megoldand6 részfeladat maradt, és arra
talaltunk a fenti feltételeknek megfelel6 megoldast, akkor megoldottuk a feladatot.

e Trivialis eset 2: Ha a legelsG szinten nem taldlunk a fentieknek megfelel6 részmegoldast, akkor
nincs megoldésa a feladatnak.

A modszer miikodésének ugyan nem eldfeltétele, de csak akkor miik6dik hatékonyan, ha méar néhany
részeredménybdl el tudjuk donteni, hogy az nem vezethet jo teljes megoldashoz. Ilyenkor ugyanis nem
kell folytatnunk a még héatralévs részfeladatok megoldasat, ehelyett azonnal megpréobalhatunk egy mésik
utat keresni az aktualis szinten. Ezzel idedlis esetben jelentGsen lesziikithetjiik a keresés soran megvizsgalt
tér méretét, ami szdmottevd sebességndvekedést eredményezhet.



A mohé algoritmusokkal ellentétben egy megadott szinten a tovabblépéskor soha nem tudhatjuk,
hogy valoban jo 1épést tettiink-e. A kizarasi feltétel csak abban segit, hogy megadott szinten el tudjuk
donteni, hogy az el6z8 eredmények kizarjak-e egy részmegoldas kivalasztasat. Azt azonban itt még nem
tudjuk, hogy a valasztott megoldishoz a még hatralévs részfeladatokhoz is taldlunk-e majd nem kizaro
részmegoldésokat.

1.1.2. Példa visszalépéses keresésre

Példaként vegyiik az aldbbi feladatot: Egy épitkezésen 6 kiilonb6z6 feladatra kell embert taldlnunk:
"tervezés", "irdnyitas", "beszerzés", "ellenérzés", "engedélyezés", "értékesités", ahol az egyes feladatokra

az alabbi személyek alkalmasak:

o "tervezés" feladatra alkalmas: "Miklos", "Klaudia",

e "iranyitas" feladatra alkalmas: "Zsolt", "Miklos",

e "beszerzés" feladatra alkalmas: "Andras",

e "ellentrzés" feladatra alkalmas: "Andras", "Pal", "Zsolt",
e "engedélyezés" feladatra alkalmas: "Andras", "Géza",

o "értékesités" feladatra alkalmas: "Géza", "Miklos".

A feladatunk az, hogy rendeljiink az egyes feladatokhoz egy-egy személyt az arra alkalmasak koziil,
olyan modon, hogy egy személy csak egy feladatot vallalhat.

Az 1.1. 4dbra alapjan érdemes végignézni, hogy pontosan milyen lépések kovetik egymast, ez alapjan
az alapelv mar jol érthets. Az el6zé elvi leirasban is megjelend 1épések a itt is jol lathatoak, pl.:

e Részmegoldas rogzitése és tovabblépés: Ez lathaté mar az elsé lépéskor is (1.1a. dbra). Amennyiben
az adott szinten taladlunk olyan részmegoldast, amelyet nem zarnak ki az el6z6 eredmények, akkor
feltételezziik, hogy ez része lehet egy teljes megoldasnak. Ezért ezt rogzitjiik, és folytatjuk a keresést
a kovetkezs szinten (szintek alatt a részfeladatokat értjiik).

e Szinten beliil 1j megoldas keresése: Az 1.1d. abran is lathato, hogy az adott szinten az elséként
megvizsgalt részeredmény nem véalaszthatd, mivel azt mar kizarta az egyik el6z6 valasztasunk.
Ilyenkor még ugyanezen a szinten maradva megprobalunk mas részmegoldast keresni.

e Visszalépés: Az els6 visszalépés az 1.1i. dbran lathaté. Mindezt az okozza, hogy az adott szinten
beliil nem talaltunk egy részmegoldast sem, amelyet ne zartak volna ki az el6zé valasztésaink, igy
nem tudtunk tovabblépni a kovetkezd szintekre. Mivel az adott szinten beliill se tudunk mar 6j
részmegoldéast keresni, igy nyilvanvald, hogy az eddig kovetett Gt nem vezethet j6 végeredményhez,
emiatt visszalépiink egy szintet. Az pusztan véletlen egybeesés, hogy éppen az utolsoé szintrél
fordultunk vissza, a példaban szamos eset lathato, amikor mér egy koztes szintrdl is vissza kellett
lépniink (pl. 1.1j. dbra, ??. abra).

e Teljes megoldas: Az 1.1u. dbran lathato, hogy talaltunk megfelel§ részmegoldast az utolso szinten.
Mivel ide csak ugy juthattunk, hogy méar az Gsszes el6z6 szintet megoldottuk, igy ez a teljes feladat
megoldasat is jelenti.

Egyediil arra nem lattunk példat, hogy mi torténik akkor, ha nincs megoldasa a feladatnak. De
belathat6, hogy amennyiben djabb visszalépések utan ismét visszajutnank a legelss szintre, akkor az azt
jelentené, hogy sem a "Miklos", sem pedig a "Klaudia" nevii jelentkezGvel nem sikeriilt a teljes feladatra
megoldést talalni. Méas lehetGségiink pedig nincs, igy nyilvan nincs megoldasa a feladatnak.
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| Klaudia | | Miklos | | pa || Gé&a || Mikles |

Miklos ‘ Zsolt ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Géza ‘

‘ Tervezés ‘ ‘ Irényitéas ‘ ‘ Beszerzés ‘ ‘ Ellenérzés ‘ ‘Engedélyezés‘ ‘ Ertékesités ‘
¥

(a) Els6 szinten valasztjuk az els lehetséges részmegoldast, Miklost. Mivel megfelel a feltételeknek, tovabblé-
piink a kovetkezd szintre.

| Klaudia | | Miklos | | pa || Gé&a || Mikles |

Miklos Zsolt ‘ Andras ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Géza ‘

‘ Tervezés ‘ ‘ Irényitéas ‘ ‘ Beszerzés ‘ ‘ Ellenérzés ‘ ‘Engedélyezés‘ ‘ Ertékesités ‘
¥

(b) Kovetkezs szinten valasztjuk az elsét, Zsoltot. Miklossal nem zarjak ki egymast, igy elfogadhato. Tovabb-
lépiink a kovetkezd szintre.

| Klaudia | | Miklos | | pa || Gé&a || Mikles |

Miklos Zsolt Andras ‘ Andras ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Géza ‘

‘ Tervezés ‘ ‘ Irényitéas ‘ ‘ Beszerzés ‘ ‘ Ellenérzés ‘ ‘Engedélyezés‘ ‘ Ertékesités ‘
¥

(c) A harmadik szinten vélaszthatjuk Andrast, mivel nem zéarjak ki az el6z6 valasztédsok. Tovabblépiink a
kovetkezd szintre.

| Klaudia | | Miklos | | pal || Géa || Mikls |
Miklés Zsolt Andréas ‘ Andréas ‘ ‘ Géza ‘
‘ Tervezés ‘ ‘ Iranyités ‘ ‘ Beszerzés ‘ ‘ Ellen6rzés ‘ ‘ Engedélyezés ‘ ‘ Ertékesités ‘

I\

(d) A negyedik szinten Andréas lenne az els6 lehetGség, de 6t nem valaszthatjuk, mivel az el6z6 szinten méar
adtunk neki munkat. Ezért keresiink djabb részmegoldéast a szinten beliil.

| Klaudia | | Miklos | Pl | Geza || Miklos |

Miklos Zsolt Andras ‘ Andras ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Géza ‘

‘ Tervezés ‘ ‘ Iranyités ‘ ‘ Beszerzés ‘ ‘ Ellen6rzés ‘ ‘Engedélyezés‘ ‘ Ertékesités ‘
Y

(e) Ugyanezen a szinten a kovetkez6 lehet6ség Pal, 6t valaszthatjuk. Tovabblépiink a kovetkez6 szintre.

1.1. abra. Visszalépéses keresés mintapélda (feladatok kiosztasa).
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| Klaudia | | Miklés | || Pal || | Géza, | | Miklés
Miklos Zsolt || || Andras Andras | m m
| Tervezés | | Iranyitéas | | Beszerzés | | Ellenérzés | |Engedelyezes| | Ertékesités |

(f) Az 6t6dik szinten Andras ismét nem valaszthato, hiszen 6 mar foglalt. Keresiink itt masik megoldast.

| Klaudia | | Mikles | | Pa ||l Gea ||| Miklss

Miklos Zsolt || || Andras ||| Andras | | Andras | | Géza |
| Tervezés | | Iranyitas | | Beszerzés | | Ellen6rzés | |EngedélyeZéS| | Ertékesités |

(g) A kovetkez6 elem (Géza), azonban méar jo, emiatt ezt rogzitjiik, és folytatjuk a kovetkezs szinttel.

| Klaudia | | Miklos | | pPa || Gea ||| Mikles |
|| Miklos || || Zsolt || || Andras || | Andras | | Andras |
| Tervezés | | Iranyitas | | Beszerzés | | Ellenérzés | |Engedélyezés| | Ertékesités |

(h) Az utols6 szint els§ lehetséges részmegoldasa nem megfeleld, hiszen az el6z6 szinten is Gézat valaszottuk.
Igy a szinten beliil keresiink tovabb.

[ Klaudia | [ Miklos | [ pa [ Gea |

|| Miklos || || Zsolt || || Andras ||| Andras | | Andras | | Géza |
| Tervezés | | Irényitas | | Beszerzés | | Ellen6rzés | |Engedélyezés| | Ertékesités |

(i) Az utolso szint méasodik lehetséges részmegoldasa sem megfelels. Mivel igy nem tudunk elérelépni, illetve a
szinten beliil sincs mar tovabbi lehetség, ezért egy szinttel visszalépiink.

[ Klaudia | [ Mikies | [ pa | Gea ||| Mikiss

Miklos Zsolt || || Andras ||| Andras | | Andras | | Géza |
| Tervezés | | Iranyitéas | | Beszerzés | | Ellenérzés | |Engedélyezés| | Ertékesités |

(j) Azonban mar itt sincs tovabbi valasztési lehet6ség, ezért itt is egy szinttel visszalépiink.

1.1. abra. Visszalépéses keresés mintapélda (feladatok kiosztésa). (folytatas)
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| Klaudia | | Mikles | | pa || Gé&a || Mikles |
Miklos Zsolt Andras ‘ Andras ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Géza ‘
‘ Tervezés ‘ ‘ Irényitéas ‘ ‘ Beszerzés ‘ ‘ Ellenérzés ‘ ‘ Engedélyezés ‘ ‘ Ertékesités ‘

(k) A negyedik szintre visszatérve, itt még van egy ujabb lehetGség. Zsoltot azonban mar valasztottuk, igy
visszalépiink az el6z6 szintre.

| Klaudia | | Miklos | | pa || Gé&a ||  Miklss |
Miklos Zsolt Andras ‘ Andras ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Géza ‘
‘ Tervezés ‘ ‘ Irényitéas ‘ ‘ Beszerzés ‘ ‘ Ellenérzés ‘ ‘ Engedélyezés ‘ ‘ Ertékesiteés ‘

(1) Az €l6z6 szinten nincs mas véalasztasi lehetGség, igy innen is visszalépiink.

BT e

Miklos ‘ Zsolt ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Géza ‘
‘ Tervezés ‘ ‘ Iranyitas ‘ ‘ Beszerzés ‘ ‘ Ellen6rzés ‘ ‘Engedélyezés‘ ‘ Ertékesités ‘

(m) A mésodik szinten megprobéalhatnank Miklost valasztani, azonban az elsd szint aktudlis részeredménye ezt
kizarja. Igy innen is visszalépiink.

Klaudia ||| Mikles | | pa || Geza || Miklss |
‘ Miklos ‘ ‘ Zsolt ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Géza ‘
‘ Tervezés ‘ ‘ Iranyitas ‘ ‘ Beszerzés ‘ ‘ Ellen6rzés ‘ ‘ Engedélyezés ‘ ‘ Ertékesités ‘

(n) A legels6 szinten jarunk ismét. Itt még van masik lehetGség, igy itt megprobaljuk Klaudiat valasztani.

Klaudia Miklos | pa || Geza || Mikls |

‘ Miklos ‘ Zsolt ‘ Andras ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Andras ‘ ‘ Géza ‘
‘ Tervezés ‘ ‘ Irényitéas ‘ ‘ Beszerzés ‘ ‘ Ellenérzés ‘ ‘ Engedélyezés ‘ ‘ Ertékesités ‘
¥

(o) A masodik feladatra Zsolt megfelels lehet. Lépiink tovabb.

1.1. abra. Visszalépéses keresés mintapélda (feladatok kiosztésa). (folytatas)
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Klaudia Miklos | pa || Gea || Miklss |
| Miklos | Zsolt || || Andrés || | Andréas | | Géza |
| Tervezés | | Iranyités | | Beszerzés | | Ellen6rzés | | Engedélyezés | | Ertékesités |

(p) Harmadik szinten értelemszertien Andrast valasztjuk (ezt nem &bréazoltuk). A negyedik szinten Andréas

emiatt mar nem valaszthato. Igy szinten beliil keresiink mast.

Klaudia ||| Miklos | [ Pa ||| Geza || Miklss |
| Miklos | Zsolt || || Andras || | Andras | | Andras | | Géza |
| Tervezés | | Iranyités | | Beszerzés | | Ellen6rzés | | Engedélyezés | | Ertékesités |

(q) Pal viszont itt megfelels, igy léphetiink tovabb.

Klaudia ||| Miklos | [ pa ||| Gea |[ Mikss |
[ Mikes || zsoit [ Andras | [ Andras |
| Tervezés | | Iranyités | | Beszerzés | | Ellen6rzés | | Engedélyezés | | Ertékesités |

(r) Andras itt sem jo, igy keresiink a szinten beliil valaki mést.

Klaudia ||| Miklos | | Pa ||| Gea ||| Miklss
| Miklos | Zsolt || || Andras || | Andras | | Andras | | Géza |
| Tervezés | | Irényitéas | | Beszerzés | | Ellenérzés | | Engedélyezés | | Ertékesiteés |

(s) Géza még szabad, igy 6t valaszthatjuk.
1.1. abra. Visszalépéses keresés mintapélda (feladatok kiosztésa). (folytatas)
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Klaudia Miklos Pl Géza | Miklos |
‘ Mikl6s ‘ Zsolt Andras ‘ Andras ‘ ‘ Andras ‘
‘ Tervezés ‘ ‘ Irényitas ‘ ‘ Beszerzés ‘ ‘ Ellen6rzés ‘ ‘ Engedélyezés ‘ ‘ Ertékesités ‘

4

(t) Az utols6 részfeladatra Géza igy mar nem valaszthaté. Igy a szinten beliil keresiink megoldast.

Klaudia || | Miklos | Pal Géza Miklos
‘ Miklés ‘ Zsolt Andrés ‘ Andrés ‘ ‘ Andrés ‘ ‘ Géza ‘
‘ Tervezés ‘ ‘ Iranyitas ‘ ‘ Beszerzés ‘ ‘ Ellen6rzés ‘ ‘ Engedélyezés ‘ ‘ Ertékesités ‘

(u) Miklost viszont nem zarjak még ki az el6z6 valasztasok. Ezzel megoldast talaltunk az utolso részfeladatra
is, igy befejezhetjiik a keresést, megvan egy lehetséges teljes megoldas.

1.1. abra. Visszalépéses keresés mintapélda (feladatok kiosztésa). (folytatas)

Az 1.1. adbran lathato 1épésekkel lefuto algoritmus végeredménye az alédbbi feladatkiosztés:
o "tervezés" feladatra: "Klaudia",

e "iranyitas" feladatra: "Zsolt",

e "beszerzés" feladatra: "Andras",

e "ellendrzés" feladatra: "Pal",

e "engedélyezés" feladatra: "Géza",

o "értékesités" feladatra: "Miklos".

Az eredmény nem tartalmaz arra vonatkozd informéciot, hogy vannak-e még tovabbi megoldasok
(akér lehetnek is), az els6 helyes eredmény megtalaldsa utan ugyanis leallt az algoritmus futasa.
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1.2. Visszalépéses keresés altalanos alakja

1.2.1. Bemenet és kimenet

Egy lehetséges definicio: ,a visszalépéses keresés egy szisztematikus méodszer, amely egyesével atvizsgalja
egy utat a végss megoldas felé, menet kézben elhagyva azokat a lehetséges leagazasokat, amelyek biztosan
nem vezetnek jo6 eredményhez.

A példan lathattuk egy konkrét feladat megoldasidnak lépéseit, ez alapjan probéljuk meg leirni a
modszer altalanos alakjat. Ehhez elss lépésként a bemutatott példaban lathato bemeneteket (feladatok,
alkalmas személyek), és kimeneteket (van-e megoldas, és ha igen, akkor kit melyik munkahoz rendeltiink),
illetve a végrehajtando lépéseket probaljuk meg altaldnositani!

Egy visszalépéses keresési feladat bemenetét az alabbiakkal adhatjuk meg:

e N: A megoldand6 részfeladatok szama.

o M. int: A szint-edik részfeladat esetében rendelkezésre 4ll6 lehetséges részmegoldasok szama (ahol
1 < szint < N).

® Rgintit A szint-edik részfeladat i. lehetséges megoldésa (1 < szint < N és 1 <4 < Mgzint ).
A visszalépéses keresés kimenete:
e van: Logikai érték, ami azt mutatja, hogy talaltunk-e teljes megoldast.

e F: Az eredményeket tartalmazoé vektor, ahol E; az i. részfeladat esetében az algoritmus altal talalt
részmegoldas (1 <1i < N).

Fontos észrevenniink, hogy maga az alapelv sokféle feladat megoldéasara alkalmassé tehets. Hasonld
a helyzet, mint a mar tanult linearis keresésnél, ahol maga az algoritmus a tényleges keresési feltételtsl
fiiggetleniil mindig ugyanaz volt, pusztan egy F' paraméterrel jeloltiik, hogy pontosan milyen feltételnek
kell megfelelnie a keresett elemnek. A visszalépéses keresésnél is hasonlo technikat alkalmazunk annyi
kiilonbséggel, hogy itt a keresesi feltételt két kiilonbozs fiiggvénnyel fogjuk meghatarozni [12]:

o Fi(szint,r): Egy fliggvény, ami azt hatarozza meg, hogy a szint-edik részfeladat esetében lehetséges
megoldés-e az r?

o Fi(szint,r,E): Azt hatarozza meg, hogy a szint-edik részfeladat esetében valaszthatjuk-e az r
részmegoldast, amennyiben az el6z6 szinteken az E vektorban talalhato részmegoldésokat vélasz-
tottuk.

A két fliggvény kozotti lényeges kiilonbség tehat az, hogy az F; az egyes részfeladatokat dnmagukban
kezeli, pusztan azt vizsgalja, hogy a tobbi megoldastol fiiggetleniil egy részeredmény megoldhatja-e az
adott részfeladatot. Az F), fliggvény azonban maér figyelembe veszi azt is, hogy a visszalépéses keresés-
nek tobb részfeladatra is megoldast kell talalnia, igy ezzel mér azt vizsgalhatjuk meg, hogy a vizsgalt
részmegoldast valaszthatjuk-e az eddig valasztott részmegoldasok ismeretében?

C Megjegyzés D

A visszalépéses keresés megvalositasatol fliggben az F; fliggvény sokszor el is hagyha-
t0. Amennyiben ugy valasszuk meg a bemeneteket (Ms,ine, illetve R.int ;), hogy eleve
csak azokat a részmegoldasokat soroljuk fel, amelyek barmilyen esetben kivalaszthatok a
hozzajuk tartozo részfeladat megoldasdhoz, akkor az F; azonosan igaz fiiggvény lesz, és
igy értelemszeriien sziikségtelen. Bizonyos feladatoknél azonban célszert lehet egy kiilon
fliggvénnyel vizsgalni ezt a kérdést, emiatt a mi megvalositdsunkban megtartjuk az F;

S fliggvényt. )
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1.1. Algoritmus Visszalépéses keresés altalanos esete

Bemenet: szint - egész, F - T tomb, van - logikai
Kimenet: F - T tomb (az eredményt tartalmazza), van - logikai (van-e eredmény)

1: eljaras VISSZALEPESESKERESES(szint : egész, cimszerint E : T tomb, cimszerint van : logikai)
2 10

3 ciklus amig —wan A i < Mg int

4 14 1+1

5: ha Fi(szint, Rs.int,;) akkor

6 ha Fj(szint, Rszint,i, E) akkor

7 Eszint < Rszint,i

8 ha szint = N akkor

9: van < tgaz

10: kiilonben

11: VIsSZALEPESESKERESES(szint + 1, E, wvan)
12: elagazas vége

13: elagazas vége

14: elagazas vége

15: ciklus vége

16: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e szint - Az aktuélis szint, ahol keresiink.
N - A megoldand6 részfeladatok szama.
M ine - A lehetséges részmegoldésok szama a megadott szinten.
Rs.int,i - Az i. részmegoldéas a megadott szinten.
FE - Egy N elemi vektor, ami az eredményeket téarolja.
van - Folyamatosan azt mutatja, hogy taldltunk-e mar teljes megoldast.
Fi, Fy - A keresési feltételeket meghatarozé fiiggvények.

1.2.2. Tetszlleges megoldas keresése

A fenti bemeneteken dolgozod, visszalépéses keresésen alapuld altaldnos megoldast mutatja be az 1.1. al-
goritmus.

Mint lathat6, maga az alapelv meglehetGsen egyszertien leirhat6. Rekurziv formaban probaljuk meg-
oldani a problémét, ahol a rekurzié alapfeltételeit az elzéekben mér ismertetett médon hataroztuk meg.
A rekurzié minden egyes végrehajtisa a paraméterként megadott szintre probal egy megoldast keresni.

A lokalis i valtozé szerepe, hogy ez fogja végigvizsgalni a paraméterként atadott szint lehetséges
megoldésait. A 2. sorban adunk ennek kezdGértéket, tehat az els6 lehetséges megoldéssal fog elGszor
probalkozni.

Egy ciklus végignézni az egyes lehetséges részmegoldasokat. A 3. sorban lathaté ciklusfeltétel felelGs
azért, hogy a ciklus csak addig fusson, amig:

e Nem talaltunk-e egy teljes megoldést, hiszen ezt kovetGen mar felesleges lenne a tovabbi lehetGségek
vizsgalata.

e Van-e még az adott szinten beliil lehetséges részmegoldas. Hiszen ha nincs, akkor mar nincs mit
vizsgalni.

Amennyiben lefut a ciklusmag, akkor els§ korben néveljikk az @ valtozo értékét (4. sor), hogy az
valoban a kovetkezs, megvizsgalandé részmegoldas sorszamat tartalmazza.

Ezt kovetSen ellendrizniink kell, hogy a vizsgalt részmegoldas megfelels lehet-e a megadott szinten.
Ez két fiiggvény hivasat jelenti. Az 5. sorban lathat6é az el6zéleg bemutatott F; fliggvényé, ami azt
vizsgalja, hogy a megadott szinten (szint) az éppen vizsgélt részmegoldas (Ss.int,;) kivalaszthato-e.

Amennyiben a valasz igen, akkor kovetkezik annak a vizsgalata, hogy a vizsgalt megoldéast nem zarja-
e ki egy el6z6leg méar rogzitett részmegoldéas. Erre haszndlhaté a mar bemutatott Fj, fiiggvény, amelynek
paraméterei a szint, amelyiken dolgozunk (szint), a részmegoldés, amit éppen vizsgalunk (Ssint,;), illetve
az eddig rogzitett eredmények sorozata (E).
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Ha mindkét fliggvény igaz értékkel tért vissza, az azt jelenti, hogy az i. részmegoldas az adott szinten,
az el6z6 részmegoldéasok ismeretében jonak tiinik, ezért elmentjiik ezt az értéket az E-be (7. sor).

Ezt koveti egy vizsgalat (8. sor), hogy mar az utolsé szinten jarunk-e. Ha igen, akkor a van valtozo
értekét igazra allitjuk, ezzel jeldlve, hogy talaltunk egy teljes megoldast (amit éppen az E tartalmaz).
Erdemes megfigyelni, hogy a van valtozé 1j értékének hatasara kilépiink az utolsé szinten lévé ciklusbol,
és ugyanez fog torténni az el6z6 rekurzios szinteken is, tehéat az elsd teljes megoldas megtaldlasa utan a
lehet6 leggyorsabban kilépiink a visszalépéses keresésbdl.

Egy masik lehet&ség, hogy talaltunk ugyan egy részmegoldast, azonban a 8. sorban talédlhato vizsgalat
alapjan arra jutunk, hogy még nem oldottuk meg az egész feladatot. Ilyenkor folytatnunk kell a keresést a
kovetkez részfeladattal. A rekurzio szabélyainak megfelelGen ezt a 11. sorban lathat6 rekurziv hivassal
tessziikk meg. Itt az eljaras meghivja 6nmagat, paraméterként atadja a kovetkezd szint azonositojat
(szint + 1), illetve az eddig talalt részeredményeket.

Az eljarashivasbol el6bb-utobb visszatér a vezérlés. Ilyenkor a van valtozd értékébdl tudhatjuk meg,
hogy mi volt ennek a visszatérésnek az oka. Ha a véltozo6 értéke igaz, az azt jelenti, hogy egy késGbbi
szinten talaltunk egy teljes megoldast, tehéat ezen a szinten is kiléphetiink. Ha azonban a valtozo6 értéke
hamis, az csak annyit jelent, hogy a kdvetkez6 szinteken nem sikeriilt eljutni egy teljes megoldashoz, tehat
az itt feltételezett Ss,int ; eredményiink mégse lesz j6 vilasztas, az nem vezet végleges megoldashoz. Ezért
els6 korben préobélkozunk egy tjabb részeredmény vélasztassal (amig a ciklusfeltétel igaz), illetve ha ez
nem vezet eredményre, akkor kilépiink az eljarasbol, ezzel visszaadva a vezérlést az el6z6 szintnek, hogy
az tudjon maés részmegoldast valasztani (a van valtozo alapértelmezetten hamis, tehét ilyenkor ezt kiilon
nem kell beallitanunk).

A fenti leirds talan elsére Osszetettnek tinik, de mindez annak koszonhets, hogy egy meglehets-
sen altalanos forméat vélasztottunk. A késSbbiekben latni fogjuk, hogy ugyanezt az algoritmust fogjuk
felhasznalni kiilonféle, esetenként egymastol jelentGsen kiilonbozs feladatok megoldasahoz. Az alapelv
ugyanis végig ugyanaz marad, de a bemend parameéterek, illetve az F; és F}, fiiggvények helyes megva-
lasztasaval teljesen eltérs feladatokat is meg tudunk oldani (feladat kiosztas, Sudoku feladat megoldas,
8 kiralynd elhelyezése sakktablan, stb.).

a Megjegyzés D

Az algoritmus rugalmas voltat mutatja az is, hogy OOP koérnyezetben egy absztrakt
osztalyként nagyon jol megvalosithatd. Az Gs absztrakt osztaly tartalmazza a fent felsorolt
mez6ket, illetve magat a megold6 algoritmust. Az F; és az Fj fiiggvények célszertien
(virtualis) absztrakt metédusokként jelenhetnek meg, hiszen az altalanos alak még nem
alkalmas tényleges feladatok megoldésara. A késébbiekben egy konkrét feladat megoldésa
soran elég egy leszarmazottat késziteni, amely értéket ad a sziikséges mezGknek, illetve a
9 feladatnak megfelel6en megvalositja az F; és Fy, fliggvényeket. )

1.2.3. Osszes megoldas keresése

Az el6zoleg megismert algoritmus mindig az elsé altala talalt megoldéast adja vissza. A gyakorlatban
sokszor el6fordul, hogy nem csak egy tetsz6leges, hanem az Gsszes megoldast keressiik (ezt mutatja be
az 1.2. algoritmus).

Az algoritmust csak minimalisan kellett megvaltoztatni ahhoz, hogy az megtalalja az Gsszes megol-
dast. Megjelent egy 4j paraméter, a MIND, ami egy halmaz, amiben folyamatosan gytjtjiik a menet
kozben megtalalt megoldasokat (a rekurzio kezdd hivasakor egy iires halmazt kell atadni cimszerinti
paraméterként). Amennyiben a van valtozo értéke a futds végén igaz, akkor ebbdl a halmazbol lehet
kiolvasni a talalt teljes megoldasokat.

Az alapesetet bemutato pszeudokodot két helyen kellett modositani: a 10. sorban lathaté kiegészités
célja, hogy egy 1j teljes eredmény megtalalasa esetében mentse el ezt a paraméterként atadott MIND
halmazba. Ezen tilmenden médositanunk kellett a ciklust is, mivel az alapvaltozatban az tugy mikodott,
hogy az els6 megoldas utan megprobalt minél gyorsabban kilépni a rekurziébol. Ha az 6sszes megoldast
keressiik, akkor azonban erre nincs sziikség. S6t, egy teljes megoldas megtalalasa nem befolyasolja a
tovabbi vizsgalatokat, a keresésnek ugyanugy kell folytatodnia, mint eddig. Ennek megfelelGen valtozott
a 3. sor.
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1.2. Algoritmus Minden megoldast visszaado visszalépéses keresés
Bemenet: szint - egész, F - T tomb, van - logikai, MIND - T tombdék halmaza
Kimenet: MIND - T té6mbok halmaza (az eredményeket tdrolja), van - logikai (van-e eredmény)
1: eljaras VISSZALEPESESKERESES(szint : egész, cimszerint £ : T tomb, cimszerint van : logi-
kai, cimszerint MIND : T t6mb halmaz)

2: 1+ 0

3: ciklus amig i < Mg int

4: 1 1+1

5: ha F,(szint, Rs.int;) akkor

6: ha Fj(szint, Rssine,i, E) akkor
T Eszint — Rszint,i

8: ha szint = N akkor

9: van < 1gaz

10: MIND <+ MINDUE
11: kiilonben

12: VISSZALEPESESKERESES(szint + 1, E, van, MIND)
13: elagazas vége

14: elagazas vége

15: elagazas vége

16: ciklus vége

17: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e szint - Az aktuélis szint, ahol keresiink.
N - A megoldand6 részfeladatok szama.
M,ine - A lehetséges részmegoldéasok szdma a megadott szinten.
Rszint,i - Az i. részmegoldas a megadott szinten.
E - Egy N elemt vektor, ami az eredményeket téarolja.
van - Folyamatosan azt mutatja, hogy taldltunk-e mar teljes megoldast.
MIND - A probléma megoldésait tartalmazé halmaz (abban az esetben, ha van = igaz).
Fy, Fy - A keresési feltételeket meghatarozo fiiggvények.
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1.2.4. Optimalis megoldas keresése

Szintén gyakori modositas, hogy nem az Gsszes, hanem csak a legjobb megoldést keressiik. A modo-
sitas hasonld az el6z6hoz, itt is el kell érniink a ciklusfeltétel modositasaval, hogy az els6 taldlat utén
ne alljon le a keresés, hanem lépjen tovabb a kovetkezs lehetséges részmegoldashoz. Ezt mutatja be
az 1.3. algoritmus.

1.3. Algoritmus Optimalis megoldést visszaadd visszalépéses keresés

Bemenet: szint - egész, F - T tomb, van - logikai, OPT - T t6mb
Kimenet: OPT - T t6mb (az optimdlis eredményt tartalmazza),van - logikai (van-e eredmény)
1: eljaras VIsSZALEPESESKERESES(szint : egész, cimszerint £ : T tomb, cimszerint van : logi-
kai, cimszerint OPT : T t6mb)

2: 140

3: ciklus amig ¢ < M, in+

4: i1+ 1

5: ha Fi(szint, Rs.int,;) akkor

6: ha F(szint, Rszine,i, E) akkor

7: Eozint < Rszint,i

8: ha szint = N akkor

9: ha —wan Vv Jisig(E) > Josig(OPT) akkor
10: OPT + E

11: elagazas vége

12: van < 1gaz

13: kiilonben

14: VisSZALEPESESKERESES(szint + 1, E, van, OPT)
15: elagazas vége

16: elagazas vége

17: elagazas vége

18: ciklus vége

19: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e szint - Az aktuélis szint, ahol keresiink.
N - A megoldand6 részfeladatok szama.
Mine - A lehetséges részmegoldédsok szdma a megadott szinten.
Rszint,i - Az i. részmegoldas a megadott szinten.
E - Egy N elemi vektor, ami az eredményeket tarolja.
van - Folyamatosan azt mutatja, hogy taldltunk-e mar teljes megoldast.
Josdg(E) - Egy fliggvény, ami megadja a paraméterként atadott végeredmény értékét.
OPT - A probléma optimalis megoldasa (abban az esetben, ha van = igaz).
Fy, Fy - A keresési feltételeket meghatarozo fiiggvények.

A lényeges kiilonbség pusztan annyi, hogy az 1j, teljes megoldasok megtaldlasa esetén nem taroljuk el
azokat egy halmazban, hanem minden 0j megoldas esetében ellenérizziik, hogy az jobb-e mint az eddig
talalt legjobb. Ha igen, akkor mostantdl ezt tekintjiik a legjobbnak.

A valtozas tehat a 9. sornél lathatd. Amikor taldlunk egy 0j megoldast, akkor ellendrizziik, hogy
volt-e mar megoldasunk (ezt egyszertien megtehetjiik, hiszen ezt mutatja a van valtozé értéke). Ha nem,
akkor nyilvanvalbéan ez az els6 lesz az eddigi legjobb. Ha pedig mér volt, akkor ahhoz hasonlitjuk a most
talaltat, és csak akkor irjuk ezzel feliil a régit, ha annal jobbat talaltunk (10. sor). Ez utobbi mivelet
azonban csak akkor hajthato végre, ha az egyes végeredmények Gsszehasonlithatéak. Emiatt bevezettiink
egy kiegészits Jdsdg nevii fliggvényt, aminek a paramétere egy végeredmény, visszatérési értéke pedig
egy szédm, ami két eredmény koziil mindig annal lesz nagyobb, amelyiket jobbnak tekintjiik.
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( Megjegyzés w

Az algoritmust persze leirhatnédnk a Josdg fliggvény nélkiil is, egyszerien E > OPT
miveletet irva. Ehhez csak azt kell megkovetelniink, hogy az eredményként kapott tombok
Osszehasonlithatoak legyenek.

1.2.5. Egymast kolcsonosen kizard részfeladatok

Az el6zbleg megismert algoritmus és valtozatai meglehetGsen &ltalanosnak tekinthetéek, azok imple-
mentécioja nehézségekbe {itkozhet. Erdemes lehet specializalni a megoldast, ennek megfelelsen két f6
csoportra bontjuk a visszalépéses kereséssel megoldhaté feladatokat, majd ezekre adunk egy-egy, mar
egyszeriibben implementalhatd megoldast.

Elsédlegesen, a mar bemutatott Fj fiiggvény forméja alapjan (tehat, hogy miként viszonyulnak egy-
mashoz az egyes részfeladatok) elkiilonithetjiik egymastol az alabbi feladattipusokat:

e Kolcsondsen kizaro feltétel: Ebben az esetben egy djabb részfeladat vizsgalatakor annak eldontésé-
hez, hogy egy ottani részmegoldast kizarnak-e el6z6 részmegoldasok, elég az el6z6leg mar kivalasz-
tott részmegoldas jeloltekkel paronkénti 6sszehasonlitast végezni. Tipikusan ilyen volt a példaként
bemutatott feladat is, hiszen az i. részmegoldas vizsgélatahoz elég kiilon-kiilon megvizsgélni az
el6z6 (i — 1). részmegoldast, hogy a vizsgalt személyt mar hozzarendeltiik-e valamelyik el6z6 rész-
feladathoz.

o Osszetett kizarasi feltétel: Ebben az esetben nem elég a paronkénti sszehasonlitas, mivel a rész-
megoldasok egy nagyobb halmazarél tudjuk csak eldonteni, hogy azokkal folytathaté-e a keresés
vagy sem. Az elfogadasi szabaly tetszGleges lehet, pl. a hatizsakba pakolas feladatnal (lasd 1.3.5. al-
fejezet), ahol egy 4j targy vizsgalatakor nem elég az el6z6leg valasztott targyakkal egyesével Ossze-
hasonlitani, hanem ki kell szamolni az el6z6leg kiszemelt targyak Ossztomegét, és az alapjan hozni
meg a dontést. Az elézbleg megismert algoritmusok valojaban ezt a modszert kovetik.

Az els6 esetben tudjuk, hogy a feltétel mindig csak két részfeladat vizsgalatat igényli, igy magat az Fy,
fliggvényt is joval egyszertibben adhatjuk meg. Hiszen nincs sziikség az Osszes eddig rogzitett részered-
mény atadasara, elég paraméterként megadni két szintet, illetve az ott vizsgilandoé két részeredményt,
és ez alapjan mar el lehet donteni, hogy ezek egymast kizarjak-e vagy sem.

Ezt mutatja be az 1.4. algoritmus.
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1.4. Algoritmus Visszalépéses keresés kolcsonosen kizaro esetben

Bemenet: szint - egész, F - T tomb, van - logikai
Kimenet: F - T tomb (az eredményt tartalmazza), van - logikai (van-e eredmény)

1: eljaras VISSZALEPESESKERESES(szint : egész, cimszerint E : T tomb, cimszerint van : logikai)
2 1+ 0

3 ciklus amig —wan A i < Mg int

4 14 1+1

5: ha Fi(szint, Rs.int,;) akkor

6: k+1

7 ciklus amig k < szint A F(szint, Rszint i, ky Ek)

8 k+—k+1

9: ciklus vége

10: ha k = szint akkor

11: Eozint < Rszint,i

12: ha szint = N akkor

13: van < igaz

14: kiilonben

15: VISSZALEPESESKERESES(szint + 1, E, van)
16: elagazas vége

17: elagazas vége

18: elagazas vége

19: ciklus vége

20: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e szint - Az aktuélis szint, ahol keresiink.
e N - A megoldando6 részfeladatok szama.
o M int - A lehetséges részmegoldasok szama a megadott szinten.
® Rguinti - Az i. részmegoldas a megadott szinten.
e F - Egy N elemi vektor, ami az eredményeket tarolja.
e van - Folyamatosan azt mutatja, hogy talaltunk-e méar teljes megoldéast.

Az alapvaltozathoz képest két lényeges valtozas lathato. Egyrészt némileg megvaltozott az Fj, fiigg-
vény paraméterezése az alabbiak szerint:

o Fy(szinta,Sa,szintp, Sp): Visszatérési értéke akkor igaz, ha a szint 4 szinten az S4 részmegoldas
valasztasa nem zarja ki a szintp szinten az Sp részmegoldas valasztasat.

Mivel ez csak két szintet tud Osszehasonlitani, igy ezt egy ciklusba kellett épiteni, hogy az Gsszes
eddig vélasztott részeredményt ellenérizze az algoritmus.

A 7. sorban talalhato ciklus megfelel a linedris keresés programozési tételében megismert ciklusnak.
A k valtozo segitségével végigszaladunk az el6z6 szintek részmegoldéasain (mar ha van ilyen egyéltalan).
Minden szinten ellendrizziik, hogy az ott rogzitett részmegoldas nem zarja-e ki azt, hogy az adott szinten
az aktualisan vizsgaltat valasszuk.

A linearis kereséshez hasonloan itt is ellendrizniink kell, hogy miért 1éptiink ki a ciklusbdl (10. sor). Ha
a k valtozo értéke kisebb, mint az el6z6 szintek szama, akkor a ciklus futasa soran az Fj valahol hamisat
adott vissza, tehat ez az eredmény nem lehet egy j6 it része. Ellenkez& esetben azonban megallapithatjuk,
hogy az el6zéleg valasztott részeredmények nem zarjak ki az aktudlisan vizsgaltat, tehat ezt rogzithetjiik.

Az Gsszes, illetve az optimalis megoldas keresése természetesen ebben a forméaban is megadhato, ehhez
ugyanazokat a moédositdsokat kell megtenni, mint amit az eredeti algoritmusnél is lathattunk.
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1.3. Visszalépéses keresés példak

1.3.1. Megoldhat6 feladatok osztalyozasa

Az el6z6ekben lattuk, hogy a visszalépéses kereséssel megoldhat6 feladatokat célszerii lehet két 6 cso-
portba osztani: az egyik esetben az egyes részfeladatok kozotti kizardsok pusztén a két részmegoldas
vizsgalataval ellendrizhetSk, mig a mésik esetben ehhez valamilyen komplex feltételt kell megadnunk.
Ennek megfelelGen két alapvetd pszeudokddot irtunk fel, ezekre néziink most kiilon-kiilén néhany gya-
korlati példat.

A jobb attekinthetdség kedvéért a két f6 csoporton beliil még tovabbi harom osztalyt hatarozha-
tunk meg, attél fiiggden, hogy az egyes részfeladatok sorédn milyen és hany darab részmegoldés koziil
valaszthatunk.

e Logikai érték: Ezek a legegyszertibb feladatok, ahol minden részfeladatnal csak egy igaz/hamis
érték koziil valaszthatunk. Példaul ha t6bb idépont halmazabdl kell kivalasztanunk egy olyan
részhalmazt, ahol egyik id6pont sem fedi at a méasikat, akkor ez felfoghatd egy olyan visszalépéses
keresésnek, ahol a szintek szadma egyenl§ a id6pontok szamaéval, és minden szinten a megoldas két
érték koziil valaszthatd: igaz, ha az id6pont bekeriil a részhalmazba, és hamis, ha nem. Ehhez
hasonléan a hatizsakba pakolasndl is minden targyrol el kell donteni, hogy berakjuk-e a zsakba
vagy sem.

e M darab érték: Ebben az esetben minden részfeladat esetén mar tetszéleges szamu (tehéat 1, 2,
vagy tObb) részmegoldas koziil kell kivalasztani egyet. Itt azonban még feltételezziik, hogy az egyes
részhalmazok (és persze ezzel egyiitt azok mérete is) méar a keresés kezdetekor is ismertek. Bizonyos
feladatoknal minden szinten ugyanazok lehetnek ezek a részmegoldasok (pl. térkép/graf szinezés [3]
esetén minden szinten ugyanazon szinek koziil valaszthatunk), bizonyos esetben viszont szintenként
kiilonbozdek lehetnek (pl. a feladatok kiosztasakor lathattuk, hogy minden feladatnél kiilon-kiilon
meg volt hatarozva, hogy azt kik tudjak elvégezni).

e Elézményfiiggs értékek: Altalaban ezek tekinthetok a legdsszetettebb feladatoknak, itt minden
részfeladat megoldéasakor a lehetséges részmegoldasok halmaza fligg az el6zé részfeladatok megol-
dasaitol. Pl. a huszar utja a sakktablan feladat (1.3.7. alfejezet) esetén az n. részfeladat azt jelenti,
hogy az n. ugrasnal milyen irdnyba lépjiink tovabb. Mivel a tabla szélén nem tudunk minden
iranyba tovabbhaladni (és ez nem keverendd Gssze azzal a korlattal, hogy egy megadott helyen méar
jartunk), igy az egyes lépések soran a valaszthato iranyok szama valtozo, az a huszar aktuélis po-
ziciojatol figg. Az pedig, hogy az n. lépésnél pontosan hol vagyunk, az el6z6 (n — 1) 1épés alapjan
hatarozhat6 meg.

Szamtalan példat talalhatunk a visszalépéses kereséssel megoldhaté feladatokra (kezdve a klasszikus

példakkal: 8 kiralynd, hatizsak pakolasi probléma, stb.). Mivel ezek szerkezetileg hasonloak, célszert
Gket a fenti osztalyokba rendezni. Néhany példa lathato erre az 1.2. abran.

a Megjegyzés D

Erdekes lehet még bevezetni egy harmadik osztélyozast is, amely azt hatarozna meg,
hogy az egyes részfeladatok szama (V) adott, vagy pedig a t6bbi bemend adattol fiiggGen
véaltozé. Példaul érdemes megvizsgalni a huszar atja a sakktablan feladatot, illetve egy
tetszoleges labirintusban ttkeress feladatot. A kett6 egymashoz nagyon hasonlit (minden
részfeladat egy iranyt ad meg, hogy merre 1épjiink tovabb). Lényeges kiilonbség azonban,
hogy a huszar feladat esetén méar a keresés inditasakor is pontosan tudjuk, hogy Gsszesen
63 darab lépést kell megtenni, mig egy tutkeresés esetében ez el6re nem ismert (eset-
leg egy maximalis 1épésszamot tudunk meghatarozni a labirintus ismeretében, de lehet,
hogy annél joval kevesebb 1épésbdl is meg tudjuk oldani a feladatot). A gyakorlatban ez
az 1.1. algoritmus esetében csak kisebb moédositast igényel, mivel csak a megallasi feltételt
\kell ennek megfelelGen atalakitani (8. sor). )

A példakkal is szeretnénk hangsilyozni a visszalépéses keresés alapelvének altaldnos voltat. A példak
attekintése soran mindig érdemes észrevenni a tényt, hogy magat a megoldo algoritmust nem véaltoztatjuk,
pusztian a bemenetet, illetve az F; és Fy, fiiggvényeket.
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Atfedés ellenérzés

Logikai
IdGzitési probléma
8 kiralyns
e - Térkép szinezés
Kolcsonosen kizaro M darab
Kizaré feladatkiosztas
Sudoku
Backtrack El6zményfiiggs — Szdlanc
Logikai — Hatizsak pakolas
Osszetett feltétel M darab — Osszetett feladatkiosztas
Optimélis ut keresés
El6zményfiiggs

Huszar dtja

1.2. abra. Visszalépéses kereséssel (backtrack) megoldhat6 probléméak osztélyozasa.

1.3.2. Logikai, egymast kizard részmegoldas - Id6zitési probléma

Ennek a feladat tipusnak a jellegzetessége, hogy adott szamos részfeladatunk, és mindegyik esetben egy
igen/nem dontést kell hozni. Egy tipikus példa: egy tanacsteremre érkezett M darab foglalasi igény
(kezd6 és befejez6 idSpontparok halmaza), ezek koziil valogassunk ki egy olyan részhalmazt, amelyek
kozott nincs atfeds idgintervallum, a foglalasi idsk Osszege pedig maximalis. A feladat a visszalépéses
kereséssel egyszertien megoldhat6, amennyiben az aldbbi értékeket valasztjuk:

e N - Egyenl6 a foglalasi igények szaméval. Tehat minden szint megfelel egy kérésnek.
e M,.in; - Ertéke minden esetben 2 (ez természetesen igy mar be is helyettesithets az algoritmusba).

o Rointi - Ertéke minden szinten Rs.int,1 = 1902, Rg.int2 = hamis. Tehat minden szinten azt kell
elddnteniink, hogy a hozza tartoz6 idépont foglalast teljesitjiik-e vagy sem.

e Fi(szint, r) megvalositasa: Azonosan igaz fiiggvény, mivel az id6pontok mindegyike véalaszthaté és
elhagyhato is.

o Fi(szinta, ra, szintp, rp) megvalositdsa: A paraméterként atadott két részeredmény (jelen eset-
ben id§ intervallum) nem fedheti at egymast (az, hogy melyik szinten vannak, nem lényeges).

A fiiggvények megvaldsitasat mutatja az 1.5. algoritmus. Mivel optimumot kell keresni, emiatt az
esetlegesen megtalalt eredményeket az ott leirt modon célszerd kezelni.

Hasonl6 alapelvek szerint nem csak egydimenzids esetben tudjuk az atfedéseket ellendérizni, hanem
az Fy, fiiggvény megfelel6 megvalositasaval akar sikbeli vagy térbeli elemekre is mikddik ez a megoldas
(pl. valogassuk ki azokat a sikidomokat egy halmazbol, amelyek k6z6tt nincs atfedés, dsszteriiletiik pedig
maximaélis).

( Megjegyzés w

konyabban mtikddik. A visszalépéses keresést azonban célszertii lehet megjegyezni, mivel
a feltételrendszer valtozasat a mohé algoritmus mar nem biztos, hogy tudja kévetni, ad-
dig itt tetszoleges kizar6d okokat tudunk kezelni (pl. t6bb targyalonk van, prioritas az
alkalmazottak kozott, stb.).
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1.5. Algoritmus Idézitési probléma megoldasa

Bemenet: szint - egész, r - T

Kimenet: el fogadhaté - logikai (a részmegoldds elfogadhatd-e a megadott szinten)
1: fiiggvény F;(szint : egész, r:T)
2: vissza igaz
3: fliggvény vége

Bemenet: szinty - egész, ra - T, szintp - egész, rp - T

Kimenet: el fogadhaté - logikai (a két részmegoldds a megadott szinteken nem zdrja ki eqymdst)
4: fliggvény Fy(szinta : egész, r4: T, szintp:egész, rp:T)
5: vissza (ra.kezdete > rp.vége V ra.vége < rp.kezdete)
6: fliggvény vége

1.3.3. M darab, egymast kizar6 részmegoldas - Sudoku feladat

Ebben az esetben rendelkezésiinkre all egy 9x9 méretd tabla (9 darab 3x3 méretd blokkra osztva),
ahol néhany szam mar elére be van irva, a feladatunk pedig az, hogy az {iresen maradt helyekre helyez-
ziink szdmokat 1..9 kozott a Sudoku jaték szabalyainak megfelelGen (egy sorba, oszlopba, blokkba nem
keriilhetnek azonos szamok). Az iires mezGkbe a megfelels szam beirasat tekintjiik részfeladatoknak,
tehat a részfeladatok szama megegyezik az liresen hagyott mezsk szamaval. Minden mezdébe 9 lehetséges
részmegoldasunk van, tehat a feladat valéban ebbe az osztélyba tartozik.

Elsére nehéz lehet felismerni a visszalépéses keresés hasznédlatanak lehetdségét, mivel a Sudoku tabla
egy kétdimenzios adatszerkezet, az eddigi algoritmusaink azonban mindig csak egy egydimenzios feladat-
listaval miikodtek. Természetesen lehetne modositani az algoritmust, de ennél egyszertibb megoldéas az,
ha a feladatot probaljuk meg atalakitani egydimenzios formara. Hozzunk létre egy sorozatot, és ebbe
helyezziik el a tablazat iires cellait: legyen ez az U, ahol U[i] visszaadja az i. iires cella koordinatait (sor,
oszlop). Ezt kovetSen ennek a sorozatnak az elemei képviselik a megoldandé részfeladatokat, és méaris a
megszokott szinteket tudjuk hasznalni.

Ebben az esetben a backtrack megvalésitas az alabbi:

e N - Egyenl§ a kitoltends cellak szamaval.
o M,.ins - Ertéke minden esetben 9 (minden helyre ennyiféle részmegoldas lehetséges).
® R.inti - Ertéke minden esetben az i, ahol 1 <i < 9.

o Fi(szint, r) megvalositasa: Akkor ad vissza igazat, hogy ha az elére beirt szamok koziil egyik sem
akadalyozza meg a megadott szinten rbeirasat. Tehat vele egy sorban, oszlopban, vagy 3x3-as
blokkban nincs ugyanilyen szam.

o Fy(szinta, ra, szintp, rp) megvalositasa: Azt ellendrzi, hogy a két szinten megadott két szam
nem zarja-e ki egymast. Tehat csak akkor ad vissza igaz értéket, ha a két szintnek megfelel§ mezé
azonos sorban, azonos oszlopban, vagy azonos 3x3-as blokkban van, és a paraméterként atadott
két részeredmény (tehat a beirand6 szamok) azonosak.

C Megjegyzés D

Ebbe a kategériaba tartozik a klasszikus ,8 kirdlyné elhelyezése a sakktablan” feladat
is [13], ahol ugy kell elhelyezni 8 kirdlynét egy szabvanyos sakktablan, hogy azok ne
iissék egyméast. Mivel nyilvanval6an minden kiralyn6t mas-més oszlopba kell helyezni, igy
mar konnyen at tudjuk alakitani a feladatot a visszalépéses keresés altal is hasznalhato
forméra. 8 részfeladatunk van, minden részfeladatban azt kell eldonteni, hogy adott
oszlopon beliil melyik sorba helyezziik a kirdlynét. Az F; azonosan igaz fiiggvény, az Fj,
pedig azt figyeli, hogy az Gjonnan vizsgalt kirdlyn&t ne iisse egyik, az el6zé oszlopokba
\_ lerakott tarsa se. )
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1.6. Algoritmus Sudoku feladvany megoldasa

Bemenet: szint - egész, r - T
Kimenet: el fogadhaté - logikai (a részmegoldds elfogadhatd-e a megadott szinten)
1: fiiggvény F;(szint : egész, r:T)
2: vissza i € N,j e R|(1 < i < YA (1 <5 <YA(S = Pli,j]) A (i = Ulszint].sor V j =
Ulszint].oszlop V (i mod 3 = Ulszint].sor mod 3 A j mod 3 = U[szint].oszlop mod 3))
3: fliggvény vége

Bemenet: szinty - egész, ra - T, szintp - egész, rp - T
Kimenet: elfogadhaté - logikai (a két részmegoldds a megadott szinteken nem zdrja ki eqgymdst)
4: fliggvény Fy(szinta : egész, 14 : T, szintp:egész, rp:T)

5: vissza (ra # rp) V ~(Ulszinta).sor = Ulszintg].sor V Ulszint ].oszlop = Ulszintp].oszlop V
(U[szinta].sor mod 3 = Ulszintg].sor mod 3 A Ulszintal.oszlop mod 3 = Ul[szintp].oszlop
mod 3))

6: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e PJi,j] - Megadja az i. sor, j. oszlopba el6re beirt szamot (ha van ilyen).
e UJi] - Visszaadja az i. iires cella koordinatait.

1.3.4. El6zményfiiggs, egymast kizaré részmegoldas - Szdlanc jaték

Tegyiik fel, hogy van egy szavakbol allo készletiink, és ezeket tigy kell sorba rendezniink, hogy (egy
tetszoleges elss szot kovetGen) minden szo elsS betiije megegyezzen az el6z6 sz6 utolséd bettjével. Tébb
azonos kezdetd és végi szo6 esetén a lehetGségek szdma meglehetGsen nagy lehet, emiatt a visszalépéses
keresés itt is jol hasznélhato.

Az egyes szavak valasztasa nem fiiggetlen az el6zGektdl, emiatt itt feltételezziik, hogy az F} hozzafér
az el6z6 eredményekhez is (bar valojaban csak az utolséra van sziiksége), ez az alap algoritmus kisebb
modositasat igényli.

Ebben az esetben a backtrack megvaldsitas az alabbi:

e N - A rendelkezésre allo szavak szdma, mivel mindet fel akarjuk hasznalni.

e M..in: - Ertéke minden esetben egyenld a szavak szadmaval, mivel barmelyik sz6 szerepelhet bar-
melyik helyen.

® Rs.int; - Ertéke minden esetben az i. sz6.

e Fy(szint, r, F) megvalositasa: Azt vizsgalja, hogy minden szinten csak olyan szavakat lehessen
valasztani, amelynek els¢ karaktere megegyezik az el6z6 részmegoldas utolso karakterével (kivéve
persze az els6 szot, ahol barmi szerepelhet). Lathato, hogy paraméterként megkapja a E vektort,
emiatt médositani kell a keres6 algoritmust, hogy ezt is adja at.

o Fy(szinta, ra, szintp, rp) megvalositasa: Ebben az esetben ez csak egy egyszeri kizarast jelent,
hogy ne lehessen ugyanazt a szt kétszer kivalasztani. Tegyiik fel, hogy egy sz6 csak egyszer szerepel
a bemenetben.
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1.7. Algoritmus Szélanc jaték

Bemenet: szint - egész, r - T

Kimenet: el fogadhaté - logikai (a részmegoldds elfogadhatd-e a megadott szinten)
1: fiiggvény F;(szint : egész, r:T)
2: vissza (szint = 1V Eg,ini—1.vége = S.eleje)
3: fliggvény vége

Bemenet: szinty - egész, ra - T, szintp - egész, rp - T

Kimenet: el fogadhaté - logikai (a két részmegoldds a megadott szinteken nem zdrja ki eqymdst)
4: fliggvény Fy(szinta : egész, r4: T, szintp:egész, rp:T)
5: vissza (rq #rp)
6: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
o X.eleje - Az X 570 elsé betje.
e X.vége - Az X sz6 utolso betiije.

1.3.5. Logikai, nem kizaré részmegoldas - Hatizsak-pakolas

A hatizsak-pakolasi feladatnal van N darab targyunk, illetve ismerjiik azok a sulyat is (R; legyen az
i. targy stlya). Ugy kell kivalogatnunk koziiliik tetszéleges szamit, hogy az 6sszsiily ne haladja meg a
SULY KORLAT konstans értéket. Az egyszerilség kedvéért most nem optimumot keresiink, mint a ,,0-1
hatizsak problémanal” [9], megelégsziink egy tetszileges megoldéssal.

A feladat hasonlo az atfedések ellendrzéséhez, itt is célszert ugy megvalasztani a részfeladatokat, hogy
minden esetben azt kelljen csak elddnteni, hogy egy megadott targyat berakunk-e a hatizsakba, vagy
pedig sem. A lényeges kiillonbség az, hogy mig az idépont atfedéseknél az egyes részfeladatok paronként
kizartak egymaést, addig itt az eddig rogzitett részeredmények 6sszességébsl donthets csak el, hogy azok
kizarjak-e az j megoldéast.

A feladat megoldasa a visszalépéses keresésre egyszertien visszavezethetd (1.8. algoritmus), amennyi-
ben az aldbbi bemenetet valasztjuk:

e N - Egyenls a targyak szamaval. Minden részfeladat azt jelenti, hogy az adott targyat elhelyezziik-e
a hatizsakba vagy sem.

e M, in: - Ertéke minden esetben 2 (ez természetesen igy méar be is helyettesithets az algoritmusba).

® Rsinti - Ertéke minden szinten Rs.int,1 = 1902, Rgzint2 = hamis. Tehat minden szinten azt kell
eldonteniink, hogy az adott targyat berakjuk-e a hatzsdkba, vagy sem.

e Fi(szint, r, F) megvalositasa: Azonosan igaz fliggvény, hiszen minden targy be is rakhato, illetve
ki is hagyhato.

o Fi(szint, r, E) megvalositasa: Az eljaras paraméterként megkapja az elézoleg rogzitett részmeg-
oldasokat (tehat mely targyakat raktuk be eddig a zsakba, és melyeket nem). Ez alapjan ki tudja
szamolni az eddigi Gsszes sulyt, és igy mar el tudja donteni, hogy a szint-edik targy belefér-e a
hatizsakba.
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1.8. Algoritmus Hatizsdkba pakolasi probléma

Bemenet: szint - egész, r - T, F - T tomb

Kimenet: elfogadhaté - logikai (a részmegoldds elfogadhatd-e a megadott szinten)
1: fiiggvény Fi(szint: egész, r: T, E:T tomb)
2: vissza igaz
3: fliggvény vége

Bemenet: szint - egész, r - T, F - T tomb

Kimenet: el fogadhaté - logikai (a megolddst nem zdrja ki eqy elézé vdlasztas)
4: fliggvény Fy(szint: egész, r: T, E: T té6mb)
5 ha r = hamas akkor vissza igaz
6: SZUM < Rg.int
7 141

8:  ciklus amig i < szint ASZUM < SULY KORLAT

9: ha F; = igaz akkor

10: SZUM < SZUM + R;

11: elagazas vége
12: 14 1+1
13: ciklus vége

14:  vissza (SZUM < SULY KORLAT)
15: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények
e R; - Megadja az i. targy sulyat.
e SULYKORLAT - A hatizsadkban elféré targyak maximalis 6sszsulya.

C Megjegyzés D

A gyakorlatban persze hasznosabb lenne egy olyan algoritmus, ami nem csak egy tetszo-
leges, hanem valamilyen szempont szerinti optimalis megoldast ad vissza. Pl. legyen a
hatizsdk minél jobban kihasznéalva, vagy rendeljiink a targyakhoz egy értéket, és ezt pro-
béljuk maximalizalni. Barmi is a feltétel, a modositas egyszertien megoldhato egy Josdg
fliggvény bevezetésével, illetve az optimalis eredményt keress 1.3. algoritmus hasznalata-

kval. Y

1.3.6. M darab, nem kizar6 részmegoldas - Feladatok kiosztasa

Ebben az esetben adott szamos részfeladat, és mindegyikre rendelkeziink kiilonféle potencialis megolda-
sokkal, az egyes megoldasok azonban pdronként nem zarjak ki egymast. A feladat ezzel nagyon hasonlit
a fejezet elején bemutatott példdhoz, azonban egy lényeges kiilonbség, hogy nem zarjuk ki azt, hogy két
feladatot ugyanaz a személy végezzen el. Tehat altalanosabban fogalmazzuk meg a feladatot az alabbi-
ak szerint: adott N darab feladat, és K darab személy. A J matrix tartalmazza azt, hogy kik tudjak
megoldani az egyes feladatokat, pl. J;; értéke igaz, ha az 4. feladatot a j. személy meg tudja oldani,
egyébként pedig hamis. Adjunk egy olyan feladatkiosztast, hogy minden feladathoz rendeliink valakit,
de egy személy se vallalhat egyszerre Z darabndl tobb részfeladatot.
Ebben az esetben a visszalépéses keresés megvalositasa az alabbi (1.9. algoritmus):

e N - Egyenl6 a feladatok szamaval.

o M. int - Azt mutatja, hogy hényan jelentkeztek a szint-edik munkara.

Ryzint,i - Ertéke a szint-edik munkara i-edikként jelentkezett munkas.

Fi(szint, r, E) megvalositasa: A J maéatrix ellendrzését jelenti, hiszen minden feladatnal meg kell
nézniink, hogy az adott személy alkalmas-e ra.
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o Fy(szint, r, E) megvalositasa: A fiiggvény megszamolja, hogy a megadott személyt hany mun-
kara jeloltiik mar. Amennyiben az aktuélissal egylitt meghaladné a korlatot (Z), akkor hamis a
visszatérési értéke, egyébként pedig igaz.

1.9. Algoritmus Feladat kiosztasi probléma megoldasa

Bemenet: szint - egész, r - T, F - T tomb

Kimenet: elfogadhaté - logikai (a részmegoldds elfogadhatd-e a megadott szinten)
1: fiiggvény Fi(szint: egész, r: T, E:T tomb)
2: vissza Jsint r
3: fliggvény vége

Bemenet: szint - egész, r - T, E - T tomb
Kimenet: elfogadhaté - logikai (a megolddst nem zdrja ki egy eldzd vdlasztds)

4: fliggvény Fy(szint: egész, r: T, E:T témb)
5 db <+ 0

6: 141

7 ciklus amig i < szint Adb < Z

8 ha F; = r akkor

9 db<«+—db+1

10: elagazas vége

11: 14 i+1

12: ciklus vége

13: vissza (db < 2)
14: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
o J;j- Az j. személy jelentkezett-e az i. feladatra.
e 7 - Egy személy egyidGben hany feladatot végezhet el.

1.3.7. El6zményfiiggd, nem kizard részmegoldas - Huszar ttja a sakktablan

A jol ismert feladatunk az, hogy egy szabvanyos sakktabla egyik sarkabol elindulva egy huszarral a
szabélyos lépésekkel érinteni kell a tabla minden egyes mezgGjét tgy, hogy minden mezére pontosan
egyszer lépjlink.

Ez egyben ismét egy j6 példa arra is, hogy a kétdimenziés problémét hogyan tudjuk egydimenziossa
alakitani. Ugyanis ha zavar minket a sakktabla kétdimenzios volta, akkor a feladatot ugy is atfogal-
mazhatjuk, hogy 63-at kell lépniink, ennek megfelelGen van 63 részfeladatunk, ahol minden esetben a
lehetséges 1épések koziil kell egyet kivalasztanunk.

A lehetséges részmegoldasok szama azonban itt méar el6zményfiiged, mivel a huszar alapvetSen 8
irdnyba tud lépni, de a tabla szélein nem biztos, hogy az Osszes irany valaszhato. Azt pedig, hogy
aktualisan hol 4ll a huszér, csak az el6z6 1épések ismeretében tudjuk meghatérozni.

e N - 63, hiszen ennyi lépést kell tenniink.

o M,.int - Ertéke minden esetben 8. Egy LEPES 8x2-es tomb tartalmazza a lehetséges huszar
lépések relativ sor és oszlop koordinétait.

® Rointi- Ertéke minden esetben az i, ahol 1 <7 < 8.

o Fi(szint, r, E) megvalositasa: Azt vizsgéalja, hogy megadott szinten a megadott irdnyu lépés a
tablan beliilre vezet, vagy sem. Mivel ez attél fiigg, hogy elézéleg milyen 1épéseket hajtottunk
végre, emiatt ehhez végignézziik az el6z6 eredményeket, mintegy lejatszva az el6zé 1épéseket.

o Fy(szint, r, E) megvalositasa: Az el6z§ alapjan mar érthet6 ennek a mikddése is. A kérdés az,
hogy az 4j 1épés olyan helyre vezet-e, ahol még nem jartunk. Ehhez végigkovetjiik az el6z6 1épéseket,
és ha azok egyike se vezetett a vizsgélandoé pozicidba, akkor a visszatérési értéke igaz, egyébként
pedig hamis lesz.
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A fiiggvények megvalositasat mutatja az 1.10. algoritmus.

1.10. Algoritmus Huszar utja a sakktablan

Bemenet: szint - egész, r - T, E - T t6mb
Kimenet: elfogadhaté - logikai (a részmegoldds elfogadhatd-e a megadott szinten)

1:
2
3
4:
5:
6
7
8

9:
10:

fliggvény Fi(szint: egész, r:'T, E:T tomb)
sor < 1;0szlop < 1
ciklus k + 1-t6l (szint — 1)-ig
sor < sor + LE'PES[E}C],.SO’/‘
oszlop + oszlop + LEPES|E}y].o0szlop
ciklus vége
sor < sor + LEPE’S[S].§OT
oszlop + oszlop + LEPES[S].0szlop
vissza (1 < sor <8 A1 < oszlop < 8)
fiiggvény vége

Bemenet: szint - egész, r - T, F - T tomb
Kimenet: elfogadhaté - logikai (a megolddst nem zdrja ki egy eldzé vdlasztds)

11:
12:
13:
14:
15:

16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:

fliggvény Fjy(szint: egész, r: T, E: T tomb)
pOSAsor «— 1§p05Aoszlop «— 1§pOSBsor — 1;p03Boszl0p «1
ciklus k < 1-t6l (szinty — 1)-ig
posA.sor < posA.sor + LEPE,‘S[E]C]/.SOT’
posA.oszlop « posA.oszlop + LEPES|E}].0szlop
ha k < szintp akkor
posB.sor + posB.sor + LE/PE/S[Ek]I.sor
posB.oszlop < posB.oszlop + LEPES|Ey].0szlop
elagazas vége
ciklus vége
posA.sor <+ posA.sor + LE’PES[S].gor
posA.oszlop + posA.oszlop + LEPES[S].0szlop
vissza (posA.sor # posB.sor V posA.oszlop # posB.oszlop)
fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények

e sor - Az egyes pozicidkat tartalmazé értékek sor komponense.

e oszlop - Az egyes poziciokat tartalmazo értékek oszlop komponense.

e LEPES - Egy 8 elemt tomb, amely tarolja a sakk szabalyainak megfelel6 huszar lépések relativ
koordinatait (sor, illetve oszlop forméban).

s Megjegyzés 0

A bemutatott mintapéldak jelentGs része megoldhato egyszeriibben, illetve gyakran joval
hatékonyabban is (pl. a huszar utja feladatnal egy koztes tomb segitségével eltarolhatjuk
azokat a pozicidkat, ahol mar jartunk, igy nem kell minden vizsgélatnal Gjrajatszani az
el6zményeket). A példédk célja azonban az egyes feladatok leghatékonyabb megoldéasa
helyett jelen esetben az volt, hogy bemutassuk, hogy az eredeti visszalépéses keresés
modositasa nélkiil, pusztan az Fy és Fy fliggvények helyes megvalasztasaval is meg lehet
Koldani egészen kiilonbo6zs feladatokat. )
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2. fejezet
Optimalizacios stratégiak

2.1. Alapfogalmak

2.1.1. Optimalizaci6

Szamos modszert ismeriink mér kiilonféle jellegt feladatok megoldasara. Eddig altaldban megelégedtiink
azzal, hogy egy olyan algoritmust készitsiink, ami megoldast ad egy megadott problémara (pl. megkeresi
egy tomb legkisebb elemét, stb.). Az optimalizacios feladatok esetében azonban feltételezhetjiik, hogy
tobb megoldas is létezik (persze az is lehet, hogy csak egy, vagy akir egy sincs), és ezek koziil kell
kivalasztanunk egy optimalisat. Ezzel kapcsolatban néhany megjegyzés:

e Feladattol fiiggGen nekiink kell meghatarozni, hogy mit értiink optimaélis alatt (pl. téargyak ko-
ziili valasztas soran célunk lehet a minél olcs6bb megoldas keresése, de akar a minél jobb, minél
konnyebb, stb. is). Tovabbra is szeretnénk minél altalanosabb algoritmusokat késziteni, igy az op-
timalis fogalmat nem szeretnénk belekodolni az algoritmusokba, ezt inkabb egy kiils6 josag/fitnessz
fliggvény segitségével hatarozzuk meg. Ez a fiiggvény minden lehetséges megoldashoz hozzarendel
egy szam értéket, ami minél nagyobb, annél jobb a megoldés.

e Bizonyos feladatoknal nem jésig, hanem koltség fiiggvényt hatarozunk meg. Ebben az esetben a
cél a minél kisebb koltségli megoldas megkeresése, ez altalaban csak apré modositasokat igényel az
algoritmusokban.

e Szandékosan nem ,az optimalisrél” beszéliink, hiszen gyakori, hogy a sok lehetséges megoldas koziil
nem emelhetd ki egyetlen darab legjobb, hanem akar to6bb megoldas is taldlhato, amelyek josédga
maximalis.

2.1.2. A 0-1 hatizsak probléma

A fejezetben tobbféle modszerrel probaljuk megoldani ugyanazt a feladatot. Ez az un. hétizsak probléma
(knapsack) lesz, amelynek bemenete:

e N darab targy, amelyek jellemzdi:
— w; - Az i. targy silya (1 < i < N).
— pi - Az i. targy értéke (1 <1i < N).

e Egy hatizsak, aminek maximalis kapacitdsa W,,,., tehat a benne elhelyezett targyak 6sszsilya nem
lehet ennél tobb.

Pakolasnak nevezziik annak meghatarozasat, hogy mely targyak keriilnek a hatizsdkba, és melyek
nem. Konkrét programozasi nyelven a pakolast tobbféle adatszerkezet reprezentalhatja, pl. az elhelyezett
targyak halmaza, stb. Mi egy N elemi logikai tombot fogunk hasznalni (OPT), amelynek i. eleme
(1 <i < N) azt mutatja, hogy az i. elem a megadott pakolas szerint bekeriilt-e a zsdkba vagy sem (igaz
érték esetén bekeriilt, hamis érték esetén nem).
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Egy pakolas 6sszstilya az altala a zsdkba helyezett targyak stlydnak az 6sszege. Hasonléan egy pakolas
Osszértéke az altala zsakba helyezett targyak értékének az Gsszege.

Ervényes pakolasnak nevezziik azokat a pakolasokat, amelyek megfelelnek a maximalis kapacitas
feltételnek. Tehat a pakolas Gsszstlya kevesebb, mint a hatizsak kapacitasa (Wax)-

Optimalis pakolasnak nevezziik azokat az érvényes pakolasokat, amelyeknél nagyobb Gsszértékkel bird
érvényes pakolas nem allithat6 els.

Feladatunk annak meghatérozésa, hogy mekkora egy optimalis pakolasnak az dsszértéke (P,,;). Tehat
a pakolas altal a zsakba helyezendd targyak értékének az Osszege. Ez értelemszertien minden optimaélis
pakolasnél ugyanannyi.

( Megjegyzés w

Tehat most nem ragaszkodunk ahhoz, hogy az elhelyezendé targyak listajat is megkapjuk
eredményként. Ez persze bizonyos esetekben sziikséges lehet, de az egyszertiség kedvéért
mi csak az optimélis Osszértékre Osszpontositunk.

A hatizsak problémanak két alvaltozataval foglalkozunk majd:

e 0-1 hétizsak probléma: A térgyakat itt atominak tekintjiik (tipikusan pl. pohér, villa, stb.). Minden
targyroél azt kell tehat eldonteniink, hogy az bekeriil-e a zsdkba vagy sem.

e Toredékes (fractional) hétizsak probléma: Ebben az esetben arra is van lehetGségiink, hogy az
egyes targyaknak csak egy részét helyezziik a hatizsakba (tipikusan pl. viz, liszt, stb.).

Mindkét feladat tipusnak megvan a maga elénye és hatranya, mi alapvet&en a 0-1 héatizsak problémat
szeretnénk megoldani.

Két segédmiiveletet bevezetiink mar a feladat megoldasa el6tt, ezek kiszamitjak egy pakolds Gsszér-
tékét (2.1. algoritmus), illetve Gsszstlyat (2.2. algoritmus).

2.1. Algoritmus Egy pakolas Gsszértékének kiszamitéasa

Bemenet: X - logikai tomb

Kimenet: S - egész (a pakolds dsszértéke)
1: fiiggvény OsszERTEK(X : logikai tdmb)
2 S0

3 ciklus i < 1-t6l N-ig

4 ha X[i] = igaz akkor

5: S+ S+p;

6 elagazas vége

7 ciklus vége

8 vissza S

9: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e N - A hatizsédkba pakolhato targyak szama.
e p; - A hatizsdkba pakolhato i. targy értéke (1 <i < N).
e X - Az aktudlisan vizsgalt pakolas adatai (logikai tomb, ahol X[i] azt mutatja, hogy az i. targy
benne van-e a zsadkban (1 <i < N)).
e S - A pakolas Gsszértéke.
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2.2. Algoritmus Egy pakolas Osszstulyanak kiszamitasa

Bemenet: X - logikai tomb

Kimenet: S - egész (a pakolds dsszsilya)
1: fiiggvény OsszSULY(X : logikai tomb)
2 S<+0
3 ciklus i < 1-t6l N-ig
4 ha X[i] = igaz akkor
5: S+« S+ w;
6 elagazas vége
7 ciklus vége
8 vissza S
9: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e N - A hétizsdkba pakolhato targyak szama.
e w; - A hatizsakba pakolhat6 i. targy silya (1 <i < N).
e X - Az aktudlisan vizsgalt pakolas adatai (logikai tomb, ahol X[i] azt mutatja, hogy az i. targy
benne van-e a zsadkban (1 <i < N)).
e S - A pakolas dsszsulya.
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2.2. Nyers er6 modszere

A médszer bemutatasa

A nyers er6 modszere (brute force) szamos egyéb néven ismert: ,teljes kiprobalas modszere”, ,,generalj és
tesztelj”, | leszdmlalési eljaras” stb. Ezek a nevek mind jol jellemzik a médszert, ami a maga tokéletlensé-
gében nagyon kénnyen alkalmazhaté, bizonyos feladat tipusokndl talan egyediilalld6 médon, azonban az
esetek tilnyomd tobbségében drasztikus erdforrasigénnyel bir.

A modszer hasznalaténak tulajdonképpen csak egy alapkovetelménye van: a lehetséges megoldésjeldl-
tek (candidate solution) szama legyen véges. Maga az alapelv pedig ez alapjan mar egyszert: szisztema-
tikusan probélgassuk végig az 6sszes megoldasjeloltet. Amennyiben csak egy megoldésra van sziikségiink,
akkor annak megtalalasaig, amikor viszont optimalizéalni szeretnénk, akkor mindet (igy mar érthetd, hogy
miért ragaszkodunk ahhoz, hogy ezek szama véges legyen).

A modszer altalaban egy ciklust feltételez, ami az alabbi lépéseket hajtja végre:

1. Kovetkez6 megoldasjeldlt generdlasa
2. A megoldasjeldlt vizsgalata
3. Amennyiben ez valdédi megoldasa a problémanak, akkor

o Keresés esetén kilépiink a ciklusbol, hiszen megvan a keresett megoldas

e Optimalizacio esetén ellendrizziik, hogy ennek a jésaga nagyobb-e, mint az eddig talalt legjobb
megoldas. Haigen, (vagy ez volt az els6 megoldas) akkor ezt kivetGen ezt tekintjiik legjobbnak.

4. Amennyiben van még meg nem vizsgalt megoldasjelolt, akkor folytatjuk a ciklust

A 0-1 hatizsak probléma megoldasa

Az alapelv megismerését kovetGen mar egyszertien megirhat6é a hatizsdk problémat megoldd algoritmus
(2.3. algoritmus). Miként a fejezet t6bbi megolddsénal is, a feladat bemenetét (N,w,p, Wi, értékek)
ismertnek tekintjiik, a konnyebb attekinthetfség miatt ezeket nem tiintetjiik fel a paraméterlistdban. A
fliggvény visszatérési értéke egy optimalis pakolas Osszértéke.

A fiiggvény els6 soraban inicializaljuk az O PT valtozot. Ez nem minden optimalizicionél lehetséges,
de itt egyszeriien, barmiféle keresés nélkiil tudunk adni egy lehetséges megoldast: ha nem rakunk semmit
a zsdkba, akkor az biztosan érvényes pakolas lesz. Az ezt kovetd ciklusban arra toreksziink, hogy talaljunk
egy ennél jobbat.

Tudjuk, hogy N darab fliggetlen targyrol kell igen vagy nem dontést hoznunk, ennek megfelelGen
tsszesen 2V darab lehetséges megoldasjeldltiink van. Ezek egy része lesz csak érvényes pakolas, és ezek
koziil is csak néhany lesz optimalis.

A megoldasjeldltek generdlasat a 4. sorban kezdsds ciklus végzi. A 0-tol 2V — 1-ig tartoményban
minden egész szamhoz egy megoldésjeloltet rendeliink. A megoldasjelolt generaldsa azon alapul, hogy
megvizsgaljuk az adott egész szam kettes szamrendszerbeli alakjat: minden bithez egy targyat rendeliink,
és ha az adott szam j. bitjének értéke 1, akkor a j. targyat elhelyezziik a pakolasba, ha a bit értéke 0,
akkor pedig nem. A j. bit értékét az egész szam 27-nel val6 osztasanak maradékabol tudjuk meghatérozni.
Az aktuélisan vizsgalt pakolast a K logikai tomb tartalmazza.

Miutédn megvan a kovetkezs megoldésjelolt, ezt ellendrizniink kell. A 7. sorban lathato feltétel els
tagja azt figyeli, hogy egy érvényes pakolasrol van-e sz6 (6sszsilya nem nagyobb, mint a hatizsak ka-
pacitdasa). Amennyiben igen, csak akkor értékelédik ki a masodik feltétel, ami azt vizsgalja, hogy az
aktudlisan vizsgalt megoldas josadga nagyobb-e, mint az eddig talalt legjobb megoldasé. Ha igen, akkor
ezt kdvetSen ezt tekintjliik optimalisnak.

A fenti ciklust tehat a 1-t6l 2V — 1-ig tart6 tartomény minden egész szamat végigjarja (a 0-t nem kell,
hiszen az pont a nincs a zsdkban semmi allapotot képviseli, ami az OPT kezdeti értéke). A megoldas
tulajdonképpen megfelel a mar tanult maximumbkivéilasztas tételnek, ennek megfelelGen a visszatérési
érték az optimalis Osszértéket tartalmazza. Amennyiben sziikségiink van magara a pakolas részletes
adataira, akkor azt az OPT tombbdl kiolvashatjuk az eljaras végén.
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2.3. Algoritmus A 0-1 hatizsdkprobléma megoldéasa ,nyers er§” algoritmussal

Kimenet: P, - egész (egy optimdlis pakolds 0sszértéke)
1: fliggvény HATIZSAKBF
2 OPT + [hamis, hamis, ..., hamis]
3 ciklus i «+ 1-t6l 2V — 1-ig
4: ciklus j < 0-t6l N-1-ig
5 K[j] « [i/27] mod2=1
6 ciklus vége
7 ha (0sszSULY(K) < Winaz) A (OsSZERTEK(K) > OsszERTEK(OPT) akkor
8 OPT + K
9 elagazas vége
10: ciklus vége
11:  vissza OsszERTEK(OPT)
12: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e N - A hatizsédkba pakolhato targyak szama.
e w; - A hatizsakba pakolhato i. targy sulya (1 <1 < N).
p; - A hatizsdkba pakolhato i. targy értéke (1 <i < N).
Winae - A hatizsdk mérete (a belepakolhato targyak maximalis Gsszstlya).
Pyt - Egy optimélis pakolas Osszértéke.
K - Az aktuélisan vizsgélt pakolas adatai (logikai t6mb, ahol K[i] azt mutatja, hogy az i. targy
benne van-e a zsdkban (1 <i < N).
e OPT - Az eddig talalt legjobb pakolas adatai (logikai tomb, ahol OPT'[i] azt mutatja, hogy az i.
targy benne van-e a zsdkban (1 <i < N)).
e OsszERTEK(X) - Megadja az X pakolas Osszértékét (2.1. algoritmus).
e OsszSULY(X) - Megadja az X pakolés sszstlyét (2.2. algoritmus).

A médszer értékelése

Lathato, hogy a modszer tarhelyigénye nem jelentds, fiiggetlen az N értékétsl. A futasidé azonban
extrém magas, a segédmiiveletektdl eltekintve is lathato, hogy a kiilss ciklus 2V — 1 iteraciot igényel. Ez
talan a legrosszabb futasidé amivel eddig talalkoztunk.

A modszer el6nyei:

e Egyszertien megérthets és nagyon gyorsan implementalhaté.

Elvileg minden esetben hasznéalhaté, ahol véges a lehetséges megoldasok szdma. Garantaltan meg-
talalja az optimalis megoldéas(oka)t.

Amennyiben nincs semmilyen tdmpontunk, akkor gyakran csak ez hasznalhato (pl. jelszavak felto-
rése, stb.)

Tarhelyigénye minimalis.
A modszer hatranyai:

e Futasideje nagyon magas. Emiatt nagyobb problémak megoldasa soran a gyakorlatban nem hasz-
nalhato.
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2.3. Oszd meg és uralkodj moédszer

A médszer bemutatasa

A modszer remélhetSleg mar ismert [9], igy annak részletes elemzésétdl eltekintiink. Ismétlésként a {6
lépései:

1. Amennyiben a megoldandé probléma egyszert, akkor
(a) Megoldas.
2. Amennyiben a megoldando6 probléma ehhez til bonyolult, akkor

(a) Felosztas tobb kisebb részproblémara.
(b) Az igy kapott kisebb részproblémak megoldésa (tipikusan rekurziv hivasok segitségével).

(¢) Az igy kapott részeredmények egyesitése, azok alapjan a megoldand6 probléma eredményének
elgallitasa.

Az alapelv jol hasznalhaté szamos hagyoményos algoritmusnal (pl. gyorsrendezés, k-adik legkisebb
tombbeli elem kivalasztasa, stb.), és ugyanigy hasznalhat6 optimalizacios feladatok esetében is. Az alap-
elv hasonlé: ha az optimalis megoldas meghatarozasa tul bonyolult, akkor prébaljuk meg visszavezetni
egyszeriibb részfeladatokra. Gyakran hasznélhat6 az a technika, hogy a keresési teret tébb kisebb részre
bontjuk, és ezeken végezziik el az optimalizaciét. Majd ezen részeredmények egyesitésébdl probaljuk meg
meghatarozni a teljes optimumot.

A 0-1 hatizsak probléma megoldasa

Erdemes megjegyezni, hogy nem minden optimalizalasi feladat oldhaté meg ezzel a modszerrel, a 0-1
hatizsak probléma azonban szerencsére igen. A részproblémékra bontést elvégezhetjiik ugy, hogy nem
az Osszes targyra probaljuk meg egyszerre keresni az optimalis allapotot, hanem egyszerre csak eggyel
foglalkozunk. Megvizsgaljuk azt az esetet, amikor berakjuk 6t a zsdkba, és azt, amikor nem, és a ketts
koziil a jobbik eset lesz az optimalis. Természetesen mindkét esetben meg kell vizsgélnunk a tobbi targyat
is, viszont ez mar két, kicsit egyszeriibb (hiszen eggyel kevesebb targyra, és az els6 esetben kicsit kevesebb
szabad helyre kell optimumot keresni) rekurziv hivassal megtehetjiik.

A fenti {6 lépésekre tamaszkodva az alabbiak alapjan képzelhetjiik el az igy el6allo részprobléméak
megoldasat. Minden ilyen részprobléma esetén adott a még vizsgalandé targyak listaja, illetve az, hogy
még mennyi hely van a zsdkban (ez nem azonos a zsak teljes kapacitasat jelz6 Wi, értékkel, lehet annal
kisebb is):

1. A trivialis esetek

(a) Trivialis eset 1: egyértelmiinek tekinthetjiik azt az allapotot, amikor a még vizsgalando targyak
listaja iires (2.1. egyenlet elss feltétele). Ilyenkor nyilvan nem tudunk berakni semmit a
hatizsakba, igy az optimalis pakolas Osszértéke biztosan 0 lesz.

(b) Trivialis eset 2: szintén egyértelmi az az allapot, amikor a hatizsdkban lévS szabad hely 0
(2.1. egyenlet mésodik feltétele). Ilyenkor szintén nem tudunk semmit elhelyezni a zsdkban,
az optimalis pakoléas Gsszértéke tehét ilyenkor is 0.

2. Nem trivialis eset: amennyiben van még egy vagy tobb vizsgalandd targyunk, akkor az alabbiak
szerint jarunk el:

(a) Amennyiben az utols6 még nem vizsgalt targy nem fér bele a zsdkba, akkor szamoljuk ki,
hogy a maradék elemek milyen optimélis Osszértékkel helyezhetSk el a meglévs szabad helyre.
Ez célszertien egy rekurziv hivas lesz, ahol mar csak az utolsétol kiilonbozs targyakat adjuk
tovabb valtozatlan szabad hely mellett (2.1. egyenlet harmadik feltétele).

(b) Amennyiben az utols6 még nem vizsgalt targy befér a zsdkba, akkor vizsgéljuk meg azt is,
hogy vele egyiitt milyen optimélis érték érhets el. Ez egy tGjabb rekurziv hivas lesz, ahol jra
csak az utolso el6tti targyakat adjuk tovabb, viszont itt mar a megmaradt szabad helyet is
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cskkenteni kell az utolso targy stlyaval (hiszen ennyivel kevesebb hely marad a tobbinek). A
rekurziv fiiggvényhivas visszatérési értékét ilyenkor még névelniink kell az utolsd targy érté-
kével, hiszen az is bekeriilt a zsédkba.

Persze attol, hogy befér, még nem kdtelezs beraknunk a zsakba, tehét ebben az esetben az opti-
malis érték az el6zdleg kiszamolt vele vagy nélkiile szamitott értékek maximuma (2.1. egyenlet
negyedik feltétele).

Tehat a feladatot megoldo6 rekurzio:

0, hah =0
0, hat=0
EFip= Fy 1h, hah>0At>0AR < wy 21)

maz{Fi_1p, Fio1h—w, +Dt}, hah>0At>0Ah> wy

Ezt a miikédést valdsitja meg a 2.4. algoritmus.

2.4. Algoritmus A (-1 hatizsdkprobléma megoldasa az ,0szd meg és uralkodj” elv segitségével

Bemenet: ¢ - egész, h - egész
Kimenet: P,, - egész (optimdlis pakoldshoz tartozd dsszérték)
1: fiiggvény LEGJOBBRESZMEGOLDAS(¢ : egész, h : egész)
2 ha (t =0) v (h = 0) akkor
3 vissza 0
4 kiilonben
5: Ppem < LEGIOBBRESZMEGOLDAS(t — 1, h)
6 ha h > w; akkor
7 Piger, < pt + LEGIOBBRESZMEGOLDAS(t — 1, h — wy)
8 Popt — maX(Pigen; Pnem)
9 kiilonben
10: Popt < Prem
11: elagazas vége
12: vissza Py
13: elagazas vége
14: fliggvény vége

Kimenet: P, - egész (egy optimdlis pakolds dsszértéke)
15: fliggvény HATIZSAKDNC

16: vissza LEGJOBBRESZMEGOLDAS(N, Wi42)

17: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e N - A hatizsdkba pakolhato targyak szama.
w; - A hatizsakba pakolhaté i. targy sulya (1 <1i < N).
p; - A hatizsdkba pakolhato i. targy hasznossaga (1 < i < N).
Winaz - A hatizsdk mérete (a belepakolhato targyak maximalis Gsszsulya).
Popt - Egy optimalis pakolas 6sszértéke.
t - A részmegoldas kereséskor a targyak darabszama.
h - A részmegoldés kereséskor a rendelkezésre 4ll6 szabad hely.

A rekurziv fiiggvény els6 paramétere, a t valtoz6 azt mutatja, hogy hany targyat vizsgalunk (az els6tol
a t-ig). Az ezt kovets targyak allapotat a rekurzi6 eléz6 szintjei mar beéllitottak, igy veliik méar nem
foglalkozunk. Valéjaban a még vizsgalandoé elsé ¢ darab targybol is csak az utolsét vizsgaljuk kdzvetlentil.
Az ezt megel6z6 targyak allapotat pedig majd a kovetkezs rekurzios szintek fogjak vizsgalni.

A masodik h nevi paraméter pedig azt mutatja, hogy a még elhelyezendd targyak (tehat a t. és az
ez el6ttiek) szamara mekkora szabad hely maradt. Ez az érték mindig kisebb vagy egyenls, mint W, 4.,
értéke attol fiigg, hogy az el6z6 rekurzios szinteken elhelyezett targyak mennyivel csokkentették a még
rendelkezésre all6 szabad helyet.
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A rekurziv fiiggvény megvalositasaban jol elkiilonithetSk a fent leirt dgak. Az elsd sor végzi el a trivi-
alis esetek ellendrzését. Amennyiben a t értéke nullaval egyenld (tehat nincs tobb vizsgélandé targyunk),
vagy a h értéke nulla (tehat nincs szabad hely), akkor az optimum nyilvanvaléan az iires zsak, aminek
Gsszérteke 0 (3. sor).

Amennyiben vannak még elemek, akkor elkezdjiikk megvizsgélni a t.-et. Nézziik meg, hogy mennyi
lenne a vizsgalandé targyakhoz tartoz6 optimum a maradék szabad hely mellett, ha nem rakjuk bele
ezt az elemet a zsdkba. A megoldas ilyenkor egy egyszert rekurzios hivassal megadhato (5. sor), hiszen
ennek az értéknek pont ugyanannyinak kell lennie, mint az elGtte 1év6 targyakra vonatkozé optimum
véltozatlan szabad hely mellett.

Ezt kovetSen nézziik meg, hogy mi az optimum akkor, ha berakjuk a t. targyat a zsdkba. ElGszor
ellendrizziik, hogy egyaltalan belefér-e (6. sor). Ha igen, akkor kiszamoljuk az 6t megel6z8 elemek altal
elérhets optimaélis Osszértéket (7. sor). Ez hasonld az eléz6 hivashoz, azonban fontos valtozés, hogy a
maradék elemek szamara rendelkezésre 4ll6 szabad helyet csokkentettiik a ¢. elem silyaval, hiszen mér
az is benne van a zsdkban. Ennek megfelelGen a rekurzié altal visszaadott értéket noveljik a p; értékkel,
hiszen a t. elem értékével névelniink kell részmegoldés értékét.

Amennyiben a vizsgalt elem befért a zsdkba, akkor megvizsgaljuk, hogy vele, vagy nélkiile kaptunk
jobb lokalis optimumot (8. sor). Ha nem fért be, akkor nyilvan a nélkiile értéket kell figyelembe venniink
(10. sor). Barmelyik eset is lesz igaz, a P, valtozd az optimélis részeredmeényt fogja mutatni ami
elérhets a megadott paraméterek alapjan. Ez a fliggvény visszatérési értéke (12. sor).

A fentiek ismeretében a teljes pakolast optimalizal6 fiiggvény mar konnyen érthets. Egyszertien
meghivja az el6bb bemutatott rekurziot N, illetve W,,,, értékekkel. Tehat a rekurziv fiiggvény elss
hivasakor az utols6 targyat kezdi el vizsgélni, és még rendelkezésére all a hatizsak teljes kapacitasa.

A médszer értékelése

A modszer térhelyigénye itt sem jelentds, a rekurziv hivasok miatt ugyan t6bb, mint a nyers erd al-
kalmazéisanal, azonban valészintleg igy sem okoz problémékat. A futdsidét itt mar nem tudjuk olyan
egyszerfien meghatarozni, ugyanis az mar fiigg a bemend adatoktol. Erdemes észrevenni, hogy énma-
gaban a rekurziv megvalositas nemhogy javitana, inkdbb csak ront a helyzeten, hiszen a fliggvény t6bb
dton is eljuthat ugyanazokhoz a részproblémékhoz, és ilyenkor minden esetben djra és ujra megoldja
azokat.

Ami javit a helyzeten az az, hogy maga az eljaras joval koriiltekintébben miikddik, mint a nyers
er$ egyszert probalgatisa, hiszen a 6. sorban talalhato feltétel miatt az eleve esélytelen részproblémak
megoldasaival nem foglalkozik (pl. ha mar az elsé targy olyan nagy, hogy nem fér bele a zsdkba, akkor
nem kezdi el feleslegesen vizsgalgatni az ebbél adédoan eleve reménytelen 2V~ darab részmegoldast).

A modszer el6nyei:

e Van lehet@ség valamilyen szinten irdanyitani a keresést, hogy ne vizsgéljon garantaltan rossz dGtvo-
nalakat.

e Ennek megfelelGen lépésszama alacsonyabb lehet, mint a nyers erd technikanal latott.
A moédszer hatranyai:
e Csak bizonyos szerkezetd megoldasok esetén hasznéalhaté hatékonyan a technika.

e Nagyon sok felesleges szamitast végez, amikor ugyanahhoz a részproblémahoz t&bb dgon is eljut.
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2.4. Feljegyzéses modszer

A médszer bemutatasa

Az 0szd meg és uralkodj” moédszer miikbdése soran gyakran lehet belefutni abba a hibaba, hogy az
algoritmus a részproblémakra bontds sordn ugyanazt a részproblémat tObbszor is elGallitja, és ennek
megfelelGen tobbszor meg is oldja. Néhany példa:

e Fibonacci szamok: klasszikus példa a rekurziéra, amikor az i. Fibonacci szdmot prébéljuk meg egy
rekurziv képlettel kiszamitani. Erdemes egyszer lerajzolni a rekurzié altal elgallitott részprobléma-
kat, és jol latszik, hogy nagyobb kezdéparaméterek esetén a tobbszorosen kiszamitott részproblémak
szama nagyon magas.

e 0-1 hatizsak probléma: hasonlét tapasztalhatunk a 2.3 fejezetben megismert algoritmus esetében is.
Erdemes megvizsgalni az implementalt program futasat, és itt is jol lathato, hogy a rekurzios fiigg-
vény altalaban tobbszor is meghivodik ugyanazokkal a paraméterekkel, és ilyenkor értelemszertien
tobbszor is kiszamitja ugyanazokat az értékeket.

Ez a probléma sokkal silyosabb, mint ahogy elsére gondolndnk. A rosszul megirt ,,0szd meg és
uralkodj” elvii algoritmusok futasidejének szinte elhanyagolhaté része az, ami tényleges értékes munkét
végez, a szamitasi kapacitas tilnyomo része feleslegesen szamol Gjra mér ismert részeredményeket. Ez a
probléma bizonyos feladatok esetében az egész moddszer gyakorlati hasznélhatosagat kérdGjelezi meg.

Amennyiben szeretnénk mégis ezt az alapelvet hasznélni a megoldas soran, akkor is van lehetGségiink
a fenti probléma (teljes vagy részleges) kikiiszobolésére. A fentiek alapjan nyilvanval6an adja magat
az Otlet, hogy minden egyes részprobléma kiszamitasa utan taroljuk el ezt az eredményt valahol, és ha
ezt kovetGen a fliggvény ismét ugyanolyan paraméterekkel hivodna meg, akkor elég ebbdl a taroldébol
el6venni a mar kiszamitott részeredményt.

Ezt nevezziik ,feljegyzéses modszernek” (memoization). Maga a tarolo tetszéleges tipus lehet, egy
halmaz, t6mb, esetleg hasité tablazat (3). A téarolas soran kulcsként célszerd a rekurziv fiiggvény altal
kapott paramétereket hasznélni (ez persze csak akkor helyes valasztas, ha a részeredmény csak ezektdl a
paraméterektdl fiigg). Igy minden fiiggvényhivaskor el6szor azt ellenérizziik, hogy ilyen paraméterekkel
van-e mér részeredményiink. Ha igen, akkor ezt visszaadjuk. Ha még nincs, akkor a hagyomanyos médon
kiszamitjuk a részeredményt, és eltaroljuk a taroléban.

A 0-1 hatizsak probléma megoldasa

A fenti elveknek megfelel6 megoldast mutatja a 2.5. algoritmus. Az algoritmus alapveté miikddése
szandékoltan azonos az elézé fejezetben megismert 2.4. algoritmuséval. Emiatt a feladat megoldasanak
részleteire nem is térnénk ki, csak a feljegyzéses modszer jellegzetességeire.

Az implementacié csak két helyen tér el az el6z6 fejezetben megismerttdl:

e Részeredmény feljegyzése: alapesetben az algoritmus pontosan ugyanazzal a modszerrel szamolja ki
a részeredmény értékét, mint a 2.4. algoritmus. Az egyik fontos kiilonbség azonban az, hogy miutan
megvan a részeredmény pontos értéke, még annak visszaadasa (és a fliiggvénybdl valo kilépés) elstt
azt eltaroljuk. A pszeudokodban ezt a RESZMEGOLDAST AROLOBAFELIEGYEZ eljaras meghivasaval
tettiik meg (15. sor). Ennek els¢ paramétere a részfeladat azonositésa (ez jelen esetben nem maés,
mint a rekurziv fliggvény hivasi paramétereibdl alkotott szampér), masodik paramétere pedig az
ehhez tartozé részmegoldés.

e Részeredmény keresése: mar a rekurziv fiiggvény elején (5. sor), miel6tt barmit is szamolnéank,
el6szor megvizsgaljuk, hogy a kiszdmitandé részprobléma megoldasa szerepel-e mar a taroléban.
Ehhez hasznéljuk a RESZMEGOLDASTAROLOBANKERES fiiggvényt. Ennek egyetlen paramétere a
részprobléma azonositdja (jelen esetben ez a tarolashoz hasonloan a t és a h egészek altal alkotott
szampar). Amennyiben van mér ilyen részprobléma a taroloban, akkor az ahhoz tartozé eredményt
azonnal vissza is adja a fliggvény, igy nem végez felesleges szamitésokat. Amennyiben nincs (a
fliggvény visszatérési értéke ilyenkor @), akkor pedig megindul a méar el6z6leg megismert kiszamitési
folyamat (a végén a téarolassal).
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2.5. Algoritmus A 0-1 hatizsakprobléma megoldésa a ,feljegyzéses modszer” segitségével

Bemenet: t - egész, h - egész
Kimenet: P, - egész (optimdlis pakoldshoz tartozo dsszérték)
fliggvény LEGJIOBBRESZMEGOLDAS(t : egész, h : egész)

1:
2
3
4
5:
6:
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:

ha (t =0) v (h = 0) akkor
vissza (
kiilonben
ha RESZMEGOLDASTAROLOBANKERES([t, h]) # ¢ akkor
vissza RESZMEGOLDAST AROLOBANKERES([t, h])
kiilonben
Prem ¢ LEGIOBBRESZMEGOLDAS(t — 1, h)
ha h > w,, akkor
Piger, < pn + LEGIOBBRESZMEGOLDAS(t — 1, h — wy)
Popt <~ maX(-Pigena Pnem)
kiilénben
Popt < Pnem
elagazas vége
RESZMEGOLDASTAROLOBAFELIEGYEZ([t, k|, Popt)
vissza P,
elagazas vége
elagazas vége

19: fliggvény vége

Kimenet: P, - egész (egy optimdlis pakolds dsszértéke)
20: fliggvény HATIZSAKMEMO

21:

vissza LEGJIOBBRESZMEGOLDAS(N, W,,0.)

22: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények

N - A hatizsakba pakolhato targyak szama.

w; - A hétizsakba pakolhaté i. targy silya (1 <i < N).

p; - A hatizsdkba pakolhato i. targy hasznossaga (1 < i < N).

Winaz - A hatizsdk mérete (a belepakolhato targyak maximalis Gsszsulya).

P, - Egy optimalis pakolas Osszértéke.

t - A részmegoldas kereséskor a targyak darabszama.

h - A részmegoldas kereséskor a rendelkezésre allo szabad hely.
RESZMEGOLDASTAROLOBABESZUR(kulcs, érték) - Egy tetszoleges adatszerkezetbe (pl. hasito
tablazatba) eltarolja a megadott kulcshoz (amely jelen esetben a ¢ és h valtozok parosa), tartozo
egész szam értéket (ami a részmegoldés-keresés eredménye).
RESZMEGOLDASTAROLOBAFELIEGYEZ(kulcs) - Visszaadja a paraméterként atadott kulcshoz
(amely jelen esetben a t és h valtozok parosa) tartozo egész szam értéket (ami egy el6zéleg el-
tarolt részmegoldés-keresés eredménye). Amennyiben ilyen nincs, akkor visszatérési értéke .
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A moédszer értékelése

A modszer jelentGsen novelte az algoritmus tarigényét, hiszen ezt kovetGen minden vizsgélandé részprob-
léma azonositojat és eredményét el kell tarolni (a rekurzié miatt ez persze a részproblémék részproblé-
maira is igaz). Klasszikus példaja ez annak a kodoptimalizacionak, amikor a futésidé javitasaért cserébe
gyengébb tarhelykihasznélassal fizetliink. Mindazonaltal a tarhely igény igy se lesz vészes, konnyen be-
lathato, hogy a részproblémék szama nem lehet tobb N x W, .,-nal. Hiszen a fiiggvény ¢ paramétere
csak 1..N kozotti értékeket, a h paramétere pedig csak 1..W,,,, értékeket vehet fel.

A modszer el6nyei:

e Jelentdsen tudja csokkenteni az egyébként nagy futasidej algoritmusok 1épésszamat.

e Nagyon egyszertien implementalhat6. Ha be tudjuk latni, hogy a gyorsitandé fiiggvény kimenete
csak a bemeng paraméterektdl fligg, akkor tetszéleges fiiggvénybe beépithets ez a gyorsitotar, annak
miikddésének pontos ismerete nélkiil.

A moédszer hatranyai:

e Csak bizonyos szerkezet megoldasok esetén hasznalhaté hatékonyan a technika (ha sokszor kertil
ugyanannak a részfeladatnak a megoldasara a vezérlés).

e Jelentds tobblet tarhelyigényt jelent.

Erdemes megjegyezni, hogy bar mi a ,feljegyzéses modszert” az ,0szd meg és uralkodj” technika
kiegészitéseként vizsgaltunk, de természetesen attol fiiggetlenil is egy értékes alapelvrdl van szo, amivel
tetszéleges algoritmus gyorsitdsa megvaldsithato.
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2.5. Dinamikus programozas

Egy bevezets példa

Az elézé alfejezetekben lattunk példat az ,,0szd meg és uralkodj” elvii optimalizaciora, illetve ennek
gyorsitisara, a ,feljegyzéses modszerre”. Most megnéziink egy djabb gyorsitasi lehetGséget. Hogy egy
kénnyen értheté példan lassuk ennek miikodési mechanizmusat, egy pillanatra térjiink vissza a mar jol
ismert Fibonacci szdmokat kiszamit6 példéhoz.

A feladat ismert [?], az N-edik Fibonacci szamot keressiik, ami az alabbiak szerint definialhato:

1, haN <1
Fy = { Fy 2+ Fy-1, haN >2 (22)

Ez egy klasszikus ,0szd meg és uralkodj” algoritmus, egyszertien implementalhat6 (2.6. algoritmus).

2.6. Algoritmus A Fibonacci sorozat N-edik elemének elGallitasa

Bemenet: N - egész
Kimenet: szam - egész (az N-edik Fibonacci szdm)
1: fiiggvény FIBONACCIDNC(N : egész)
2 ha N <1 akkor
3: vissza 1
4: kiilonben
5: vissza FIBONACCIDNC(N — 1) + FIBONACCIDNC(N — 2)
6 elagazas vége
7: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e N - Nemnegativ egész, a fliggvény kimenete az N-edik Fibonacci szam lesz.

Azonban tudjuk, hogy miikbdése kimondottan pazarlo, hiszen ugyanazokat a részeredményeket tobb-
szor is kiszamolja. Erdemes egyszer atgondolni, hogy a rekurziv hivasok miként épitenek fel a megoldandé
részfeladatokbdl egy hatalmas fat, amelynek sok azonos részfaja van. Ezért alkalmaztuk a ,feljegyzéses
modszer” technikat, ami azon alapult, hogy eltaroltuk a mar egyszer kiszamolt részeredmeényeket. Igy
azokat nem kellett mindig djra kiszamitani, ez pedig jelentGsen csdkkentette a futasidGt, cserébe egy
kicsivel tobb téarigénnyel jart. Ezt a megoldast mutatja a 2.7. algoritmus (az egyszertiség kedvéért az
atmeneti taroloba vald mentést és keresést nem irtuk kiilon fiiggvényekbe).

Az el6z6 fejezetben mar elemeztiik ennek a technikinak az elényeit és a hatranyait, latjuk, hogy joval
hatékonyabb megoldast kaptunk a segitségével. Itt is érdemes egyszer végiggondolni, hogy miként hivja
magat a fliggvény. Tulajdonképpen ugyanazt a fat kezdi el épiteni, mint az el6z6 algoritmus, a lényeges
kiilénbség azonban az, hogy nincsenek benne azonos részfeladatot megoldé részfak, azokat azonnal a mér
egyszer kiszamitott eredménnyel helyettesitjiik (ezt nevezik vagasnak).

Ha a feldolgozast, mint dinamikus folyamat tekintjiik, akkor az is jol 1atszik, hogy a rekurziv fiiggvény
elgszor csak hivogatja magat egészen addig, amig el nem jut a mar el6re megadott trivialis megoldasokig.
Ezt kovetGen kiszamolja a RE K [2] értéket, majd egy szinttel visszalép a rekurzioban, és nekiall kiszamolni
a REK|[3] értéket (ez mar gyorsan megy, hiszen addigra a 2. és az 1. elem is ismert), ezt koveti a
REK]4] szamitasa, és igy tovabb... Tehat kezdve azzal, hogy az inicializdlaskor mi magunk adtunk
értéket a REK|[0] és REK]J1] valtozoknak, jol lathato, hogy az algoritmus tulajdonképpen egyesével
végigszamolgatja a REK tomb elemeit 0-t6]l N-ig.

Ez adja a nagyon egyszert otletet, hogy hagyjuk el az egész rekurziot, és csak erre a tomb feltoltésre
Osszpontositsunk.

A végeremény (2.8. algoritmus) megddbbenten egyszert az el6zéekhez képest. AlapvetSen azonos
lépéseket végez, mint az el6z6 megoldas, és a tarhelyigénye is ugyanaz. Azonban itt mar nincs sziikség
felesleges rekurzids lépésekre, illetve maga a rekurzio elhagyasa is javithatja a teljesitményt.
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2.7. Algoritmus A Fibonacci sorozat N-edik elemének elGallitdsa feljegyzéses modszerrel

Bemenet: N - egész, RET - egész t6mb
Kimenet: szam - egész (az N-edik Fibonacci szdm,)
1: fiiggvény FIBONACCIMEMOREK(N : egész, RET : egész tomb)
2 ha RET[N] = ¢ akkor
3 RET|N] < F1BONACCIMEMOREK(N — 1, RET) + FIBONACCIMEMOREK (N — 2, RET)
4: elagazas vége
5 vissza RET[N]
6: fliggvény vége

Bemenet: N - egész

Kimenet: szam - egész (az N-edik Fibonacci szdm)
7: fliggvény FIBONACCIMEMO(N : egész)
8: RETI[0..1] + 1
9: RET[2.N] + o

10: vissza FIBONACCIMEMOREK(N, RET)

11: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e N - Nemnegativ egész, a fliggvény kimenete az N-edik Fibonacci szam lesz.
e RET - Részeredmény tarolo. N+1 elemi, egész szam tipusu tomb (kivételesen 0-t0l kezdjiik az
indexelést).

2.8. Algoritmus A Fibonacci sorozat N-edik elemének elGéllitdsa dinamikus programozassal

Bemenet: N - egész
Kimenet: szam - egész (az N-edik Fibonacci szdm,)
1: fiiggvény FIBONACCIMEMO(N : egész)
2. RETI0.1] « [1,1]
3 ciklus i + 2-t6l N-ig
4: RET[i] + RET[i — 1]+ RET[i — 2]
5 ciklus vége
6 vissza RET[N]
7: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e N - Nemnegativ egész, a fliggvény kimenete az N-edik Fibonacci szam lesz.
e RET - Részeredmény tarolo. N+1 elemd, egész szam tipusu tomb (kivételesen 0-t0l kezdjiik az
indexelést).
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( Megjegyzés w

Vegyiik észre, hogy a REK tomb kovetkezd elemének kiszamitasa mindig csak az el6z6
két elem kiszamitasat igényli. Tehat a teljes IV 4 1 elemd tomb helyett elég lenne egy
Osszesen 2 elemi, ahol mindig csak az utolso két értéket taroljuk el. Ezzel a tarhelyigény
maris konstans értékre csokkenthetd.

Vegyiik észre, hogy nem egy teljesen 4j megoldast alkottunk, hanem a kezdetben megadott ,0szd
meg és uralkodj” algoritmust alakitottuk at két 1lépésben erre a nagyon egyszeri és hatékony formara a
tényleges rekurzios hivasok kikiiszobolésével. A szemléletbeli kiilonbséget talan azzal tudnénk a legegy-
szertibben szemléltetni, ha ramutatunk, hogy az ,,0szd meg és uralkod;j” jellegdi mddszerek mindig felilrdl
lefelé épitkeznek, tehat az Osszetett problémabol indulnak ki, és probaljak azt tébb egyszertibb rész-
probléméava alakitani. Addig az utols6 megoldasunk éppen forditva miikodott, ez alulrdl felfelé épitkezik,
tehét egybdl a kis részproblémék megoldasaval kezd, és ezek Gsszeépitésével fokozatosan halad a bonyo-
lultabb, majd végiil a végs§ probléma megoldasa felé. Ez vezet a ,dinamikus programozas” (dynamic
programming) alapelvéhez.

A médszer bemutatasa

Els6ként vizsgaljuk meg, hogy mikor lehet/érdemes hasznalni a dinamikus programozast? AlapvetGen
két kévetelményt hatarozhatunk meg (késébb, a konkrét példanal ezekre még visszatériink):

o A feladat legyen optimadlis részstruktirdju: a feladat optimalis megoldasa Gnmagén beliil a részfel-
adatok optimalis megoldasait is tartalmazza.

e Legyenek a részfeladatok dtfeddek: a részfeladatokra bontas sorédn tobbszor is meriiljon fel ugyan-
annak a részfeladatnak a megoldésa.

Az els6 feltétel csak azt hatarozza meg, hogy maga az optimalizalasi feladat a kisebb részfeladatok
optimumabol épiiljon fel. A mésodik feltétel is konnyen érthets, ezt mar a feljegyzéses modszernél is
lattuk. Amennyiben ugyanazt a részfeladatot sokszor kell megoldani, akkor az egy jelents gyorsitasi
lehet&séget ad a keziinkbe, ha meg tudjuk oldani, hogy ezeket csak egyszer kelljen kiszamolni (miként
erre az imént lattunk két példat is, feliilrol lefelé és alulrol felfelé épitkezve is).

A moédszer hasznélata éltalaban az alabbi lépéseket igényli:

1. Az optimalis megoldés szerkezetének jellemzése.

2. A megoldés értékének (josdganak) rekurziv modon valo definidlasa.

3. Az optimalis megoldés értékének (josdganak) kiszamitasa alulrol felfelé torténs modon.
4. Amennyiben sziikséges, maganak az optimalis megoldasnak a magadésa.

Fontos megkiilonboztetiink a ,ymegoldast” és a ,megoldéas értékét”. A hatizsdk pakolasi probléma
esetében a megoldast egy konkrét pakolas jelenti (tehat melyik targyakat rakjuk a hétizsakba és melyiket
nem). A megoldas értéke pedig csak a pakolas értéke (tehat a pakolas dltal tartalmazott targyak értékének
Osszege). A dinamikus programozas gyakran csak az értéket adja meg szamunkra, és sokszor ez is elég
(miként azt a fejezet elején tisztaztuk, most mi is csak ezt keressiik). Persze gyakran sziikség van magéra a
megoldasra is, ezt altaldban valamilyen kiegészit6 technikival tudjuk el6allitani a dinamikus programozéas
altal elallitott segéd adatokbol (ez a 4. lépés).

A 0-1 hatizsak probléma megoldasa (optimalis érték)

A fentiek szerint probaljuk megoldani a mar ismert hatizsdk problémankat dinamikus programozas se-
gitségével. ElsGként vizsgaljuk meg, hogy a feladat megfelel-e a sziikséges kovetelményeknek:

o A feladat optimalis részstruktaraju. A rekurziv hiviasokbdl is jol lathato, hogy a teljes hatizsakra és
Osszes targyra vonatkozé optimumot visszavezettiik az egyes kevesebb targyat és esetenként vala-
mivel kevesebb szabad helyet tartalmazé részproblémék optimalis megoldésainak a megkeresésére.
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o A részfeladatok gyakran atfedéek. Epp ez jelentette a problémat az ,,0szd meg és uralkodj” modszer
esetén, amit jelentGsen tudtunk enyhiteni a ,feljegyzéses technika” segitségével. Most egy mésik
modszerrel probaljuk ezt kezelni.

Ennek megfelelen a megoldas menete:

1. Az optimaélis megoldast az eddigiekhez hasonloan egy N elemt logikai tombként képzeljiik el, ami-
nek az i. eleme azt mutatja, hogy egy optimaélis pakolas esetén az i. targy bekeriil-e a zsdkba vagy
sem. A josagot pedig az igy bekeriilt targyak Gsszértékének tekintjiik.

2. A rekurziv modon valé definidlashoz ugyanazt az elvet hasznaljuk, amit mér leirtunk az ,0szd meg
és uralkodj” modszernél. Tehat a teljes feladat megoldasat visszavezetjiik arra, hogy megvizsgaljuk,
hogy az utols6 elemmel vagy anélkiil kapunk-e jobb eredményt. Ehhez pedig mindkét esetben (méar
ha egyaltalan elfér az utols6 targy) egy rekurziv hivissal szamitjuk ki a tobbi targy optimaélis
pakolasédnak értékét a résziikre maradt hely alapjan. A leiras tehat teljesen azonos:

0, hah =0
0, hat=0
Fip = Fi_1p, hah>0At>0AR < wy; (2:3)

max{Fi_1p, Fi—1h—w, +Pt}, hah>0At>0AIh>w,

3. Az igy megadott rekurziv megoldéast megprobéljuk kiszdmitani alulrol felfelé torténd modon. Cél-
szerd tjra ratekinteni a Fibonacci szdmoknél alkalmazott modszerre, ahogy a rekurziot egy egyszerd
tablazat kitoltéssel tudtuk helyettesiteni. Itt valojaban ugyanez torténik, csak a tablazat nem egy,
hanem két dimenziés.

4. Az el6z6 lépések még csak az optimélis megoldas értékét adjak meg. A megoldés elGallitasat a
kovetkez$ alfejezet (44. oldal) tartalmazza.

Ha csak az optimélis megoldas értékére vagyunk kivancsiak, akkor a 3. lépésben megadott tablazat
kitoltést kell csak implementalnunk. Ezt mutatja a 2.9. algoritmus.

Az algoritmus tehat egy F' tablazatot tolt fel. A tablazat ¢. soraban és h. oszlopaban 1évs érték
(F'[t, h]) mindig az F; j, fiiggvény értéket fogja tarolni annak elss kiszamitasat kovetGen. Tehat annak az
optimalis pakolasnak az Gsszértékét, amely az elsG ¢ darab targyat probélja elhelyezni h szabad helyen.
Mivel a targyak szama és a szabad hely is korlatos (0 < ¢ < N,0 < h < W), 18y ezt a tombot mar
elore létrehozhatjuk. Mérete (N + 1) X (Winae + 1) (hogy jobban igazodjunk a rekurziv definicidhoz, a
t6mbot most kivételesen 0-t6l indexeljiik). Kezdetben a teljes tablazat iires.

Els6 lépésként beirjuk a tablazatba a trividlis megoldasok eredményeit, hiszen ezek nem igényelnek
tovabbi szamitasokat. A program els6 ciklusa (2. sor) feltolti a 0 indext oszlopot nullakkal. Ez tulaj-
donképpen azt jelzi, hogy a targyak szamatol és adataitol fiiggetleniil, ha nincs mér a zsdkban szabad
hely, akkor az optimalis pakolas értéke csak O lehet. A kovetkezd ciklus (5. sor) feltolti a 0 indextd sort is
nullakkal. Ez pedig azt a trividlis megoldést képviseli, hogy a szabad helytdl fiiggetleniil, ha nincsenek
targyaink, akkor az optimaélis pakolas értéke szintén csak 0 lehet. (2.1a. abra).

Ezt kovetGen megkezdhetjiik a tablazat bels elemeinek a kitoltését. A sorrend természetesen fontos,
hiszen csak azokat az értékeket tudjuk kiszdmolni, amelyek méar ismert részeredményeket hasznalnak fel.
A rekurziv képletbdl jol lathato, hogy a tablazat ¢. soraban 16vs értékekhez mindig csak a t—1. sor adataira
van sziikség. Ugyanigy belathaté, hogy a tablazat barmelyik h. oszlopaban 1év6 értékhez csak a h-nél
kisebb celldkban 1év6 adatokra lehet sziikség. Tehat az algoritmusban megadott ciklusokat hasznalva a
feltoltés mindig csak a mar el6z6leg kiszamolt adatokon fog alapulni.

Az egyes cellak adatait kiszamolé 10-14. sorok a fentiek alapjan méar nem igényelnek kiilonosebb
magyarazatot. Jol lathatd, hogy teljes egészében a mar részletesen megvizsgalt 2.3. egyenlet lett imple-
mentalva. Midkddése tehat annak megfeleld.

Miutan a ciklus végzett, kivessziik a tablazat F[N, W,,q.| cellijaban 1évé értéket. A fentiek szerint
itt az N darab targy W,,q, szabad helyen val6 optimalis elrendezésének értékét taroljuk. Ez pedig nem
mas, mint a teljes feladat megoldasa, ezt keressiik. Emiatt ez a fliggvény visszatérési értéke (17. sor).

Egy gyakorlati példan jol lathat6, hogy mennyire egyszertien mikodik a fenti algoritmus. Feltételez-
ziik, hogy van 6 darab targyunk a a 2.1. tablazatban lathato saly (w;) és érték (p;) jellemzskkel. Tovabbé
azt, hogy a hatizsak kapacitasa (Wy,q.) egyenls 4-el.
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2.9. Algoritmus A (-1 hatizsdkprobléma megoldasa ,dinamikus programozas” technikaval

Kimenet: P, - egész (egy optimdlis pakolds 0sszértéke)
fliggvény HATIZSAKDP

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

ciklus t < 0-t6l N-ig
F[t,0] + 0
ciklus vége
ciklus h < 1-t8l Wy, 4z-ig
F[0,h] « 0
ciklus vége
ciklus t < 1-t6l N-ig
ciklus h < 1-t6l Wy, 44-ig
ha h > w, akkor
Flt,h] < max(F[t — 1,h], F[t — 1,h — w] + p;)
kiilonben
Flt,h] < F[t —1,]
elagazas vége
ciklus vége
ciklus vége
vissza F[N, W]

18: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények

N - A hatizsakba pakolhato targyak szama.

w; - A hétizsakba pakolhaté i. targy silya (1 < i < N).

p; - A hatizsdkba pakolhato i. targy hasznossaga (1 < i < N).

Winaz - A hatizsdk mérete (a belepakolhato targyak maximalis Gsszsulya).

P, - Egy optimalis pakolas Osszértéke.

F - (N+1) x (Wphae + 1) mérett, egész szamokat tartalmazo tomb. Kivételesen 0-t6] kezdjik a
tomb indexelését mindkét dimenziéban.

2.1. tablazat. Dinamikus programozas példaban vizsgalt targyak sulyai és értékei

i 1 2 3 4 5 6
w; 2 1 1 1 3 2
pi 4 3 2 8 7 5
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Az algoritmus elsG lépése a tablazat feltoltése a trivialis értékekkel (2.1a. abra). Tehat a 0. sort és a
0. oszlopot feltoltjiik 0 értékekkel.

Ezt kovetSen soronként (1-t61 kezd6ds novekvs indexeléssel), és azon beliil oszloponként (1-t61 kez-
d6dé novekvs indexeléssel) megkezdjiik a tablazat alulrél-felfelé valo feltoltéset. Maga a kitoltés nagyon
egyszert, mivel csak a 2.3. képletet kell hasznalnunk minden esetben. A kitdltés iranyabol adodik, hogy
a sziikséges részeredmények méar mind rendelkezésre fognak allni a sziikséges pillanatban.

Egy-egy konkrét példat érdemes kiemelni az alabbi esetekre:

e Az éppen vizsgalt targy nem fér el a rendelkezésre all6 helyen. Erre mutat példat a 2.1b. dbra, vagy
egy késébbi 1épés esetén pl. a 2.1v. dbra. Ilyenkor nincs mérlegelési lehetGségiink, értelemszertien
csak a valtozatlan szabad hely mellett a vizsgalt targy nélkiili optimélis pakolas értékét tudjuk
figyelembevenni (és ez lesz az optimum ebben az esetben is). Ezt nem kell Gjra kiszamolnunk,
hiszen ezt az értéket mutatja az F[t — 1, h] érték.

e Az éppen vizsgalt targy elfér a zsidkban és érdemes is belerakni. Erre mutat példat a 2.1q. dbra.
Ebben az esetben a t értéke 4, tehat Osszesen négy targyunk van csak, és ezek koziil a negyediket
vizsgaljuk. A h értéke 4, tehat feltételezziik, hogy a szabad hely mérete 4. A w; értéke 1, tehat a
negyedik targy silya kevesebb, mint a szabad hely, igy elvileg elhelyezhetjiik a zsdkban. Ilyenkor
célszerd megvizsgalni az alabbiakat:

— Ha azt feltételezziik, hogy berakjuk a zsakba, akkor egyrészt értékként megkapjuk a t. targy
értékét (p;), tehat 8-at. Ha berakjuk a 4 méretd zsdkba az 1 méretd targyat, akkor még
marad is 3 szabad helyiink (A — w;). Tudnunk kellene, hogy erre a 3 maradék helyre mi
a maradék targyak optimaélis elrendezése, és szerencsére ezt tudjuk, hiszen mar kiszamitot-
tuk. Az F[3,3] azt mutatja, hogy csak az els6 3 targy figyelembevételével 3 szabad helyet
feltételezve mennyi az elérhetd optimaélis pakolas Osszértéke. Ez pedig (7) pontosan az, amit
keresiink. Osszefoglalva: ha a negyedik targyat elhelyezziik a zsikban, akkor az optimalis
érték: Flt,h —wi]+pr=7+8=15

— Ha azt feltételezziik, hogy nem rakjuk be a zsdkba, akkor a targy nem fogja névelni a pakolas
értékét, de cserébe a szabad helyet se cstkkenti. Ilyenkor az elérhetd optimum tehat nem més,
mint az azonos szabad hely mellett, de eggyel kevesebb targy pakolasanél elérhets érték. Ezt
pedig az F[t — 1, h] mutatja, ami a kitoltés sorrendje miatt mar szintén ismert (9).

Attol fiiggSen tehat, hogy a targyat berakjuk-e a zsdkba vagy sem, 15 illetve 9 josag lenne elérhetd.
Ennek megfelelGen a ketts koziil a nagyobbik lesz az F[t, h] értéke.

e A harmadik lehetség pedig az, amikor befér ugyan a kovetkezs targy a zsdkba, azonban nem
jutunk vele jobb eredményhez. Erre mutat példat a 2.11. &bra. Ebben az esetben a ¢ értéke 3, tehat
az els6 harom targgyal dolgozunk, és a harmadikat vizsgaljuk. A h értéke 3, tehat feltételezziik,
hogy a szabad hely mérete 3.

— A harmadik targy mérete 1, tehat nyilvanvald, hogy Onmagaban elfér a zsdkban (h > wy).
S6t, még marad is 2 szabad hely (w; — h), tehat tudnunk kell, hogy erre a maradék helyre a
maradék targyak milyen optimalis pakolési értéket tudnak elérni. Ez nem méas, mint a tablazat
F[t—1,h — w;] elemének az értéke, ami mar ismert, jelen esetben 4. Ebben az esetben ehhez
még hozzdadjuk a harmadik targy értékét (p;), igy Osszesen 6-os Osszértéket érhetiink el.

— Vizsgaljuk meg azt az esetet is, ha nem rakjuk bele a targyat a zsakba. Ilyenkor a nélkiile
elérhetd optimalis érték F[t — 1, h], ami mar szintén ismert, hiszen el6zdleg kiszamitottuk: 7.

Jol lathato, hogy ugyan a targy belefér a zsdkba, de nem érdemes belerakni. Nyeriink ugyan vele p;
értéket, de az altala elfoglalt teriilet miatt a tobbi targy altal elérhets érték ennél tébbel csokkenne.
Emiatt az optimalis pakolas értéke (és ezzel az F'[3, 3] értéke) 7 lesz.

Ugyanazokat a lépéseket kovetjiik végig az algoritmus futésa soran, beleérve a legutolsé F[N, W, q.]
érték kiszamitasat is. A példaban lathatd, hogy még az utols6 lépésben is sikeriilt egy jobb megoldast
talalnunk (2.1y. 4bra). Itt mar nagyon nehéz lenne fejben visszakovetni, hogy pontosan hogyan is jottek
ki az el6z6 sorok értékei, de elég azt tudnunk, hogy az algoritmus végig jol mikodott, tehat az itt
felhasznalt F'[5,2] és F[5,4] értékek valoban a megadott paraméterekkel elérheté optimalis eredményt
tartalmazzak, és ezekre épitve méar egyszertien kiszamolhat6 a végeredményt.
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A teljes feladat megoldat tehat a tablazat F[N, W, ..] celldja tartalmazza a program lefutasat kove-
tGen (2.1z. abra).

A 0-1 hatizsak probléma megoldasa (megoldas elGallitasa)

Az optimalizélasi feladat kiirasakor nagyvonaltan csak az optimalis pakolés értékének keresését igényel-
tiik, ezt teljesitettiik is. A mintapéldaban a dinamikus algoritmussal megtudtuk, hogy egy optimélis
megoldéas értéke 16. A gyakorlatban azonban sokszor sziikség van magéara a tényleges megoldésra is, erre
viszont nem kaptunk még valaszt, az algoritmus nem adta meg az optimadlis pakolast (tehat azt, hogy
konkrétan melyik targyakat kell belerakni a zsakba és melyeket nem).

Onmagaban a dinamikus programunk erre nem tud valaszt adni, egy kis kiegészitéssel azonban az
altala felépitett tablazatbol ez is kiolvashato. A felépitett F' tablazat alapjan tehéat az optimalis pakolas
adatait keressiik.

2.10. Algoritmus A 0-1 hatizsdkprobléma egyik optimélis pakolasanak elGallitasa

Bemenet: F - egész tomb
Kimenet: OPT - egész (egy optimdlis pakolds adatai)
1: fliggvény HATIZSAKDPEREDMENY(F' : egész tomb)
2 OPT «+ [hamis, hamis, ..., hamis]
3 t+— N
4 h <+ Wiae
5: ciklus amig (t > 0) A (h > 0)
6 ha F[t,h] # F[t — 1, h] akkor
7 OPT(t] + igaz
8
9

h <+ h— Wy

elagazas vége
10: t—t—1
11: ciklus vége

12: vissza OPT
13: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények
o F- (N+1)X (Winaz+1) méreti, egész szamokat tartalmazo tomb, amit kivételesen 0-t61 indexeliink.
Az el6z6leg megismert HATIZSAKDP allitja el6 (2.9. algoritmus).
N - A hatizsakba pakolhaté targyak szama.
wy - A hatizsakba pakolhato i. targy salya (1 <t < N).
Winaz - A hatizsdk mérete (a belepakolhato targyak maximalis Gsszsulya).
OPT - Az eddig talalt legjobb pakolas adatai (logikai témb, ahol OPT[t] azt mutatja, hogy a t.
targy benne van-e a zsdkban (1 <t < N)).

A 2.2. 4bra a teljes megoldas visszafejtését mutatja be. Az els dbra alapjan mér konnyen megérthets
ennek menete. Egy ciklussal elindulunk a tablazat F[N, W,,..] elemétsl. Ennek értéke a példaban 16.
Tehéat az ideélis pakolés 6 targy és 4 méretd hatizsdk esetén 16 értékkel bir. Elssként vizsgéaljuk meg azt,
hogy a hatodik targy része lehet-e ennek a pakolasnak (2.2a. abra).

Elstként tegyiik fel, hogy nem része. Ekkor a 6. targy altal adott 16 Gsszértéket kell adnia az els6 5
targynak is ugyanilyen hatizsakméret mellett. Ezért ellendrizziik az F[t — 1, h] értéket. Mivel ez nem 16,
ez azt mutatja, hogy a 6. targy nélkiil nem lehet ugyanezt az eredményt elérni. Ezért biztos, hogy a 6.
targy része az optimaélis pakolasnak, ezt jeloljik az OPT tomb utolsé elemének igazra allitdsaval.

Tehat mar tudjuk, hogy a hatodik része a pakolasnak, akkor vizsgéaljuk meg a tobbit. Ha Osszesen
16 volt az optimélis Osszérték, akkor nyilvanvalé, hogy a 6. elem nélkiil a tobbi elemmel is elGallithatd
egy 11 (16 — 5) Osszértékii pakolas. A kérdés csak az, hogy miként. Ez a lépés még szintén a 2.2a. abra
alapjan lathato, atlépiink a 5. sor 2. oszlopéba.

A 2.2b. abra a kovetkezd targy meghatarozasat mutatja, ami egy masik féle lépésre mutat példat.
Az F[5,2] érteke 11, tehat 5 targgyal 2 szabad helyet feltételezve legfeljebb 11-es Gsszérték érhetd el.
Latszik, hogy az F[4,2] értéke is ugyanez, tehat ugyanekkora szabad helyen csak az els6 4 targgyal is
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hely hely

t-1,h
0 0 0 0 0 0 0 0 @ 0 0 0
T th
o U [
2 0 2 0
e =~
S S
S 3 0 S 3 0
2 =
4 0 4 0
5 0 5 0
6 0 6 0
(a) Az inicializalas utani iires tablazat. 6 tar- M t=1Lh=1w =2,p, =4
gyunk van, és a zsék kapacitasa 4. A 0. indexd Mivel h < wy, ezért a felette 1év6 mezGt masol-
oszlopot feltoltottiik 0-val (tehat ha nincs hely, juk &t (mivel a 2 silyd targy nem keriilhet bele
akkor ez az optimalis érték). A 0. indexid sort az 1 méretd zsakba).

is feltoltottiik (ha nincsenek targyaink, akkor is
ez az optimalis érték).

hely hely
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
t-1,h-wy t1,h t-1,h-wy t21,h
0 @ 0 @ 0] o 0| o @ 0 @ 0
N N
+4f Y & B L th
1l 0] o @ 1l o] o 4 @
2 0 2 0
e 2
: <
S 3| 0 S 3] 0
S S
4 0 41 0
5 0 5 0
6 0 6 0
(c)t=1h=2,we=2,p: =4 (d)t=1h=3we=2,ps =4
Mivel h > w;, ezért megvizsgaljuk az optimu- Ugyanaz a helyzet mint az el6z6 esetben. Itt is
mot vele és nélkiile is. Az F[t-1,h-2]+4 a legma- érdemes berakni a targyat a zsakba (és persze
gasabb elérhet6 érték (tehat az 1. targy bekeriil bele is fér).
a zsakba).

2.1. abra. A 0-1 hatizsdk probléma megoldéasa dinamikus programozassal.

Szénasi Sandor 45 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



hely

4
DR t1,h
L el @
ﬂ\ Ttk

1o | o | 4| 4 @
2 0

=2

S

S 3| 0

=
4 0
5 0
6 0

(e)t=1,h=4,we=2,p: =4
Ertelemszertien az eredmeény itt is ugyanaz mint
az el6z6ekben. Hiszen egyetlen targyat probalga-

tunk egyre nagyobb szabad helyre.

hely
0 1 2 3 4

t-1,h-wy +—t-1,h

<2
S
23 0
£
4l 0
50 0
6] 0

(g) t= 2,}12 2,wt = 17pt =3
A kovetkezs 1épésben ugyanazt a targyat vizs-
galjuk eggyel nagyobb szabad helyen. Ha fel-
vesszikk a zsdkba, akkor nem fér mellé sem-
mi, igy 3 az optimalis érték. Viszont ha nem
vessziik fel a zsdkba, akkor nélkiile 4 is elérhetd,
igy ezt valasztjuk.

bt-1,h-wy4—t-1,h

N
]
r
O
=

=2

S

> 3| 0

=
410
51 0
6|1 0

(f) t:2,h: l,wt = 17pt =3
Eggyel tobb targyat vizsgalunk a kdvetkezd sor-
ban. A masodik targy sulya 1, tehat 1 szabad
hely esetén elfér (h > w¢). Ezért megvizsgal-
juk a vele és nélkiile elérhet6 optimumot, ezek
koziil az elgbbit valasztjuk.

hely

t-1,h-wy +—t-1,h

o
FE

=2

IS

23| 0

s
4l 0
50 0
61 0

(h) t= 2,h= 3,’I.Ut = Lpt =3
Két targyat vizsgalunk 3 szabad hely esetén.
Itt mar latszik, hogy a masodik targy bevétele
esetén érjiik el az optimélis pakolasi Gsszérté-
ket.

2.1. abra. A 0-1 hatizsak probléma megoldéasa dinamikus programozassal. (folytatas)
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=

S

S 3| 0

|
410
500
61 0

it=2,h=4,w=1,ps =3
Eggyel nagyobb a hely mint az el6z6 esetben, de
az optimalis érték ugyanennyi (mivel mér el6z6-
leg is elfért minden targy a zsédkban).

hely
0 1 2 3 4

0| O 0 0 0 0

1 0 0 4 4 4

t-1,h-wy+—t-1,h

[0 |QIO] 7 [
+2}

véé [ Y
L
S

41 0

51 0

6] 0

(k) t:?),h: 2,wt = 1,pt =2
Eggyel tobb szabad hely esetén mar érdemes
berakni a zsdkba, mivel igy érjiik el a legjobb
eredményt.

bt-1,h-wy +—t-1,h

targyak
w
o
.
H

41 0
51 0
61 O

Ght=3h=1w=1,p =2
Most mar harom targyat vizsgalunk. A har-
madik elfér a rendelkezésre all6 helyre, viszont
nélkiile jobb eredmény érhetd el, igy az lesz az
optimum.

hely

t-1,h-wy +—t-1,h

targyak
w
=)
w
ot
-
GH

41 0
51 0
61 0

(l) t:3,h:37wt = 17pt =2
Itt mar egyre nehezebb fejben attekinteni az
eredményt. De a tablazat felépitésébsl ado-
dik, hogy az 1uj targy felvételével, és az igy
csokkentett szabad hely optimalis kitoltésével
rosszabb eredményt kapnank, mintha nélkiile a
teljes szabad helyre keresnénk optimalis pako-
last.

2.1. abra. A 0-1 hatizsak probléma megoldéasa dinamikus programozassal. (folytatas)
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hely hely

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 4 4 4 1 0 0 4 4 4

ol o | 3| 4 @ ol o | 3 | 4| 7| 7
[F2 - Lt-1,h-wy4—t-1,h

targyak
I w
(an) (e}
w
(3§
\]
targyak
o~ w
> 1
.
00
ot
\I
©

5 0 5 0
6 0 6 0
(m)t:3’h:4’wt:1’pt:2 (n)t:4,h:1,wt:1,pt:8
Az optimalis eredményt tehat gy érjiik el, ha Vizsgaljuk a kovetkez§ targyat. Elfér 1 helyen
berakjuk a zsidkba. és jobb értéket ad mint az el6z6leg elért opti-
mumok, tehat bevalasztjuk.
hely hely
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 4 4 4 1 0 0 4 4 4
2 0 3 4 7 7 2 0 3 4 7 7

t-1,h-wy +—t-1,h

targyak
w
(e}
1®
\]
©
targyak
w
=)
w
'S
©

5 0 5 0
6 0 6 0
(o)t=4,h=2,ws=1,p: =8 (p)t=4,h=3,w:=1,p: =8
Ko6vetjiik a mar megismert algoritmust. Kovetjilk a mar megismert algoritmust.

2.1. abra. A 0-1 hatizsak probléma megoldéasa dinamikus programozassal. (folytatas)
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hely hely

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
0] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 4 4 4 1 0 0 4 4 4
2 0 3 4 7 7 21 0 3 4 7 7

targyak
w
o
w
[$28
\]
©

tdargyak
)
(an)
w
Ut

5 0 5 0
6 0 6 0
(q)t:47h:47wt:17pt:8 (r)t:5,h:1,wt:3,pt:7
Kovetjiik a mar megismert algoritmust. A vizsgalt targy nem fér el a rendelkezésre al-

16 szabad helyen, igy nincs mas valasztasunk,
maésoljuk a felette 1évs értéket.

hely hely
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 4 4 4 1 0 0 4 4 4
2 0 3 4 7 7 2 0 3 4 7 7
=2 =2
S S
S 3 0 3 5 7 9 S 3 0 3 ) 7 9
3 3
ad t-1,h - Ft-1,h-wy t-1,h
al o | 8 @ 13 | 15 4 @ 8 | 11 @ 15
T th \ELE\ T t.h
5o | 8 @ 5000 | 8 | 11 ‘@
6 0 6 0
(S)t:5zh:27wt:37pt:7 (t)t:57h:37wt:37pt:7
A targy nem fér el, igy nincs mas valasztasunk, A targy itt mar elféer, de mellé mas nem. Igy
maésoljuk a felette 1évs értéket. pedig nem kapunk optimumot (a targy értéke
kevesebb mint a nélkiile elérhet§ optimalis ér-
tek).

2.1. abra. A 0-1 hatizsak probléma megoldéasa dinamikus programozassal. (folytatas)
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hely hely

o 1 2 3 4 o 1 2 3 4
ol ool o | oo ol ol o | o | o]l o
1o o | 4| 4] 4 1l oo | 4| 4| 4
2l 0 | 3 | 4 | 7|7 2 0o | 3 | 4 | 7 |7

=~ =~

S S

23/ 0| 3|5 | 71|09 23/ 0| 3|5 | 71|09

3 3

t-1,h-wy t-1,h —

40.@1113@ 40 0 | 8 | 11 | 13 ] 15
\qr? — 6-1,h
‘@ 50 0 11| 13 | 15
A

6 0 6 0
(w)t=5h=4w=3,p: =7 (v)t=6h=1,ws=2,p: =5
Ugyanazt az eredményt érjiik el vele, mint nél- A targy nem fér el a rendelkezésre all6 1 helyen,
kiile. Az optimum igy egyszeriien megadhato. igy nincs mas valasztasunk, masoljuk a felette
lévs értéket.
hely hely
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 4 4 4 1 0 0 4 4 4
2 0 3 4 7 7 2 0 3 4 7 7
= S
S S
> 3 0 3 5 7 9 S 3 0 3 ) 7 9
S S
4 0 8 11 13 15 4 0 8 11 13 15
t-1,h-wy t-1,h t-1,h-wy t-1,h
5 @ 8 @ 13 | 15 50 0 11 @ 15
N N
ﬁ\; Y ﬂ\‘ Y on
6 0 8 @ 6 0 8 11 @
(W)t=6,h=2,ws=2,p: =5 x)t=6,h=3,ws=2,p+ =5
A targy itt méar elfér, de nem kapunk vele jobb A helyzet hasonlo, mint az el6z6 1épésben.

megoldast, mint amikor nem vettiik figyelembe.

2.1. abra. A 0-1 hatizsak probléma megoldéasa dinamikus programozassal. (folytatas)
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hely hely

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
0ol o 0 0 0 0 0| o 0 0 0 0
1] 0 0 4 4 4 1| 0 0 4 4 4
21 0 3 4 7 7 21 0 3 4 7 7
=~ =2
(=] (=]
23 0 3 5 7 9 23| 0 3 5 7 9
S S
41 0 8 | 11 | 13 | 15 41 0 8 | 11 | 13 | 15
t-1,h-wy t-1,h —
51 0 8 @ 13 @ 50 0 8 | 11 | 13 | 15
\Ur?
;J\ L _th
6| o | 8 | 11| 13 6 o | 8 | 11 | 13

(y)t=6,h=4,we=2,p: =5 (z)
A legutolso cella vizsgalatakor még talalunk egy Ezzel megkaptuk a végeredményt. A tablazat
még jobb eredményt. Ha berakjuk a zsakba a 6. utolso celldja mutatja a optimalis pakolas érté-
elemet is, akkor egy kicsivel jobb eredményhez két.
jutunk.

2.1. abra. A 0-1 hatizsak probléma megoldéasa dinamikus programozassal. (folytatas)

elérhets ez a 11-es Osszérték. Tehat az 5. elem nem része az optimalis pakolasnak, itt hagyjuk az OPT
tomb értékét hamisnak.

Konnyen belathato, hogy minden esetben a fenti két 1épés egyikét kell alkalmaznunk, és igy sorban
kiderithetjiik, hogy a t. elem része-e egy megadott optimalis megoldasnak, vagy sem. Mindezt addig
folytatjuk, amig a t vagy a h értéke 0 lesz. Ebben az esetben ledllitjuk a ciklust, és az OPT aktuélis
értéke egy optimalis pakolast fog mutatni.

A fentieket altalanositva adhatjuk a 2.10. algoritmust: elsé korben inicializaljuk az segédvéltozokat
(2-4. sorok), ehhez az OPT tombot feltoltjiik hamis értékekkel, majd a ¢ = N,h = Wy,4, pontbol
kiindulva az alabbi ciklust kovetjiik:

e Ha t =0 vagy h = 0, akkor az algoritmust leallitjuk (5. sor).

e Ha F[t,h] = F[t—1, h], akkor a t. targy nem része az optimaélis pakolasnak. Tehat az O PT t6mbot
nem modositjuk, a t értékét eggyel csokkentjiik (10. sor).

e Ha F[t,h] # F[t — 1,h] akkor a t. targy része az optimalis pakolasnak. Tehat az OPT tomb t.
elemét igazra allitjuk (7. sor). Csokkentjiik eggyel a t értékét (7. sor), és wy-vel a h értékét (8. sor).

A fliggvény visszatérési értéke az OPT tomb, ami egy optimélis pakolas adatait tartalmazza.

A modszer értékelése

A modszer tehat pontosan ugyanazt az eredményt adja, mint az elézéek, ami nem meglepd, hiszen
valéjdban pontosan ugyanazokat a részeredményeket szadmolja ki, mint az ,,0szd meg és uralkodj” illetve
a feljegyzéses modszer”. A lényeges kiilonbség csak az, hogy ebben az esetben a feldolgozas nem feliilrél
lefelé, hanem alulrél felfelé halad. Tehéat elGszor a kisebb részproblémakat oldjuk meg, ezeket valamilyen
formaban eltaroljuk, majd ezek alapjan épitjiik fel a komplexebb (rész)probléméak megoldasat.

A modszer elényei
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0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
ol o o] o] o] o0 ol o o] o] o] o0
1o | o | 4| 4| 4 1o | o | 4| 4| 4
20 0 | 3 | 4 7|7 20 0 | 3 | 4 7|7
2 2
] IS
23| 0 3 5 7 9 23| 0 3 5 7 9
I I
S -~ t-1,h

4 0 8 11 13 15 4 0 8

t-1,h-wy t-1,h —| A -
51 0 | 8 @ 13 @ 51 0 | 8 @ 13 | 15
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‘—\ t,h
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OPT: H|H|H|H|H I

13 15

OPT: H|H|{H|H|H

(a)t:67h:4,wt:2,pt:5 (b)t:57h:2,wt:3,pt:7
Ezt az optimalis eredményt csak a 6. targy zsakba he- Mivel F[t,h] = F[t — 1, h]), ezért az 5. targy nélkiil
lyezésével érhettiik el (mivel F[t,h] # F[t—1,h]). Ezért kaptuk meg az optimalis megoldas értékét. Ezért ezt

eltaroljuk, hogy a 6. elem a zsdkban van, és atlépiink az utat kovetjik. Az OPT[5] emiatt hamis marad.
az F[t —1,h — wy] cellaba.
hely hely
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 4 4 4 1 0 0 4 4 4
t-1,h
2 0 3 4 7 7 2 0 @ 4 7 7
< t-1,h-wy +—t-1,h < A
g g} t,h
23] 0 @ @ 7| 9 23] 0 5 1 7| 9
3 S =
t,h
41 0 8 @ 13 15 41 0 8 11 13 15
5 0 8 11 13 15 5 0 8 11 13 15
6 0 8 11 13 16 6 0 8 11 13 16
OPT: H|H|H 1 H I OPT: H|H|H I H I
(C)t: —th—lpt—B (d)t:3,h:1,wt:1,pt:2
Mivel F(t,h) # F(t — 1,h), ezért a 4. targy is benne  Mivel F[t,h] = F[t — 1,h], ezért a 3. targy nélkiil
van a zsdkban. kaptuk meg az optimalis megoldas értékét. Ezért ezt

az utat kovetjiik. Az OPT[3] emiatt hamis marad.

2.2. dbra. A 0-1 hatizsak probléma megoldasanak elGallitasa dinamikus programozéssal.
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hely hely

0o 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0

t-1,h-wg +—t-1,h

a1 A
5 t,h
2 0 @ 4 7 7 2 0 3 4 7 7
e e 4
S S
S 3 0 3 ) 7 9 S 3 0 3 ) 7 9
= S
4 0 8 11 13 15 4 0 8 11 13 15
A
5 0 8 11 13 15 5 0 8 @‘ 13 15
6 0o | 8 | 11| 13 | 16 6l 0o | 8 | 11| 13
OPT: H I H 1 H I OPT: H I H I H I
(a)t=27h:1,wt:1,pt:3 (b)
Most F'[t, h] # F[t—1, h], ezért a 2. targyat is berakjuk  Mivel h értéke 0 lett, igy nem kell tovabb vizsgalnunk
a hatizsakba. Atlépiink a kovetkezs helyre. a tablazatot. Az OPT tomb tartalmazza a targyak

adatait. Az abra a teljes bejart dtvonalat mutatja.

e A nyers erd” és a rekurziv modszerekkel Gsszehasonlitva a futasidé altalaban joval kedvezgbb. J6
tervezés esetén nincs sziikség egy részprobléma tobbszori megoldaséra.

e A megoldas nem tartalmaz rekurziot. Ez noveli a teljesitményt, illetve az algoritmust is egyszertibbé
teszi.

e Bar elsére talan magikusnak tiinik, hogy miként mikddnek a dinamikus programozés alapti meg-
oldasok, valojaban nagyon egyszertiek. Ha valaki megérti a médszer alapelvét, akkor szinte tetszd-
leges (a bevezetGben emlitett feltételeknek megfelels) rekurziv algoritmust at tud alakitani erre a
formara.

A modszer hatranyai

o A feljegyzéses mddszerhez” viszonyitva bizonyos feladatokndl magasabb lehet a lépésszama. Itt
ugyanis az alulrol felfelé valo épitkezés miatt nem mindig tudjuk finomhangolni, hogy mely rész-
problémak kiszamitasara van sziikség és melyekre nincs.

e A tobbi megoldashoz viszonyitva nagyobb tarteriiletet igényel. Egy nagyobb feladat megoldasa
sordn a részmegoldasok szadma meglehetésen nagy lehet, ezeket valahol mind el kell tarolnunk.
Leegyszertsitve azt is mondhatjuk, hogy a dinamikus programozas soran altalaban tarhelyet adunk
hatékonyabb futasidéért cserébe.
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2.6. Moho algoritmusok

Egy bevezets példa

A [moh¢ algoritmusok” (greedy algorithm) bemutatésara nézziink egy nevezetes problémat, ami egy
megadott Osszeg felbontésa a lehets legkevesebb adott cimletd bankjegy segitségével. Tehét elére meg-
hatarozott cimletd pénzjegyeink vannak (pl. 1,5,10,20,50,100,200,500), és a feladat annak megéllapitasa,
hogy melyek felhasznéilasaval tudunk a lehetd legkevesebb pénzjegybdl kifizetni egy megadott Gsszeget.

A megoldas hétkoznapi ismereteink alapjan méar ismert: a kifizetendd 6sszegnél nem nagyobb cimletek
koziil a legnagyobbol vegyiink el annyit, amennyi sziikséges, majd a maradék Osszeget fizessiik a nala
kisebb pénzjegyekkel (ezt megtehetjiik egy rekurziv hivassal, vagy akar egy ciklussal is).

2.11. Algoritmus Pénzviltas legkevesebb cimlettel

Bemenet: a - egész, N - egész, C - egész tomb
Kimenet: OPT - egész tomba sziikséges cimletek darabszdma
1: fliggvény PENZVALTAS(a : egész, N : egész, C : egész tOmb)
2 ciklus i + N-tdl 1-ig
3 OPTYIi] + |a/C}]
4: a <+ a mod C;
5 ciklus vége
6 vissza OPT
7: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e a - Nemnegativ egész, a kifizetendd Gsszeg.
N - A lehetséges cimletek szama.
C - A lehetséges cimleteket tartalmazé novekvs sorrendben rendezett tomb.
OPT - Az eljaras eredménye, az egyes cimletek sziikséges darabszamét tartalmazza.

Lathato, hogy a fenti cimletek hasznélataval a program jol miikodik, pl. 345 Ft felbontasara a
kivetkezd eredményt adja: [0,1,0,2,0,1,1,0].

Azonban miel6tt elbiznank magunkat, nézziik egy masik bemenetet, ahol 10 Ft-ot kell felbontani,
és a cimletek [1,5,7]. Az algoritmus a 7 Ft-os cimlethez 1-et rendel, majd a maradék 3 Ft-ot probélja
tovabb osztani, azonban ez méar eleve kisebb, mint a héatralévé 5Ft-os cimlet, igy harom darab 1Ft-ost
fog keresni, igy az eredmény [3,0,1] lesz. Ez nyilvanvaloan rossz, hiszen azonnal tudunk mondani egy
kevesebb cimletet igényls megoldast: [0, 2,0] az optimélis megoldas.

A fenti példa nagyon jol jellemzi a moho algoritmusokat:

e Ezek altalaban nagyon egyszert algoritmusok, amelyek mindig az aktuélisan legjobbnak tiing irany-
ba haladnak.

e Ezek gyakran nem talaljdk meg a tényleges optimumot, csak egy kozelits értéket. Ez persze nem
a véletlenen mulik, egy megfelel§ szabalyrendszerrel meg lehet hatarozni, hogy mely esetekben fog
tokéletesen mikodni az algoritmusunk (pl. az el6z6 feladatnal akkor, ha 2« C; < Cj41).

( Megjegyzés w

A masodik pontban talalhat6 szabalyrendszer kidolgozésa, majd annak bizonyitasa, hogy
azon beliil tényleg hibatlan a moh¢ algoritmus mér korant sem ilyen egyszerd. De ismert
nevezetes algoritmusoknal ez méar szerencsére nem rank var.

A médszer bemutatasa

Azokat az algoritmusokat nevezziik mohonak, amelyek a feladat megoldéasa sorén felmeriils részproblémak
megoldasakor mindig az aktuélisan legjobbnak ting részeredményt valasztjak. Legjobbnak ting alatt
azt értjiik, hogy valamilyen egyszerd, gyorsan kiszamithaté kritérium alapjan kell donteni.
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Ez természetesen nagyon kedvez6 futasid6hoz vezet (nincs szétbontés, rekurzid, visszalépés, stb.),
azonban a problémék csak szik kirénél adja vissza a teljes probléma optimalis megoldasat. Erdemes
azonban megjegyezni, hogy azoknal a problémaknéal, ahol nincs optimalis megoldast visszaad6 moho algo-
ritmus, gyakran létezik valamilyen kdzel optimélis megoldast ado véltozat. Amennyiben ez is megfeleld,
akkor tudjuk hasznélni ezt a stratégiat.

A moho stratégia altalaban az aldbbi két tulajdonsagot igényli:

e Optimalis részproblémak: a dinamikus programozashoz hasonldan ez azt jelenti, hogy az optimalis
megoldas felépithets részproblémék optimalis megoldasabol.

e Moho valasztéas: a globalis optimalis megoldas elérhetd lokalis optimumok valasztasan keresztiil.

A moho stratégia sok szempontbol hasonlit a dinamikus programozasra. A leglatvanyosabb kiilonbség
az, hogy mig a dinamikus programozés alulrdl felfelé haladva épiti fel a teljes megoldast, addig a moho
stratégia feliilrsl lefelé haladva ad optimalis megoldast.

A 0-1 hatizsak probléma megoldasa

A megvalositas meglehetsen hasonlo lesz a pénzvaltasi feladathoz. A cél itt is az lenne, hogy a rendelke-
zésre allo targyakat valamilyen formaban sorbarakjuk, majd ebben a sorrendben prébaljuk éket berakni
a hatizsdkba. Amely elemek beférnek, azokat berakjuk, ami nem, az pedig kimarad.

( Megjegyzés w

El6rebocséatjuk, hogy a 0-1 hatizsdk probléma maradéktalan megoldasara nem létezik
mohé algoritmus, ami visszaadné az optimadlis pakolas értékét. Olyan azonban van, ami
egy kozel optiméalis megoldast ad, ezért a tovabbiakban ezt vizsgaljuk (ezzel megtartva
azt az elényt, hogy minden modszerrel ugyanazt a feladatot probaljuk megoldani).

A megoldas kulcsa persze az, hogy milyen médon hatarozzuk meg ezt a sorrendet. Néhéany otlet:

e Rendezhetjiik a targyakat érték szerint csdkkend sorrendben. Igy tehat elszor a legnagyobb értékii
targy keriil a zsdkba (méar persze ha belefér), és ha van még hely, akkor sorba probéalgatjuk az egyre
kisebbeket. Mivel a nagy értéki targyakat rakjuk a zsakba, igy azt varhatjuk, hogy az 6sszérték is
magas lesz.

e Rendezhetjiik a targyakat méret szerint novekvs sorrendben. Tehéat eldszor a legkisebb targyat
probaljuk berakni, majd a mésodik legkisebbet, stb. Ett6l a megoldastél azt véarjuk, hogy sok
targy fog beleférni a zsdkba, hiszen a kisebbekkel kezdiink, és ennek hatasira ezek Osszértéke is
magas lesz.

e Rendezhetjiik a targyakat az ,erték/stly” ardnyuk alapjan is csékkend sorrendbe. Ez a fenti két
megoldas otvozeteként is felfoghato, hiszen a nagyobb értéki de mégis kis helyet igényls targyakat
vélasztjuk elGszor. Igy megintcsak azt varhatjuk, hogy az eredmény lehetéleg magas lesz.

A fentiek koziil barmelyik moédszert is valasztjuk, a hatizsdkba pakold algoritmus ugyanaz lesz
(2.12. algoritmus). A gyakorlatban egyik megoldés se ad garantéltan optimalis eredményt, mindegyik
valamelyik szempont szerint ad egy kozel optimaélis kimenetet.

Az algoritmus els§ sora a targyak rendezését végzi el a fent megadott valamelyik stratégia szerint.
Amennyiben vannak részletesebb informéacioink a targyakrol, akkor a rendezés lehet persze ezeknél is
Osszetettebb. Minél jobb sorrendet tudunk felallitani, annél jobban fogja kozeliteni a kimenet az opti-
malisat.

Az algoritmus alapelve tehéat hasonld a pénzvaltasi feladatéhoz. Mivel itt nem biztos, hogy minden
targyat meg fogunk vizsgalni, ezért elére kitoltjiikk az O PT vektor mez6it hamis értékekkel (3. sor), majd
az t valtozo bedllitdsa utan elindul a bels6 ciklus.

A ciklusfeltétel (5. sor) azt vizsgalja, hogy

e Nincs még teli a zsak. Hiszen csak ebben az esetben van értelme tovabbi vizsgalatoknak.

e Vannak még meg nem vizsgalt targyak. Ellenkezs esetben ki lehet 1épni a ciklusbol.
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2.12. Algoritmus A 0-1 hatizsdkprobléma kozelité megoldasa ,,moh6 algoritmussal”

Kimenet: P, - egész (egy kizel optimdlis pakolds 0sszértéke)
1: fliggvény HATIZSAKMOHO
2: TARGYAKRENDEZESE(w, p)
3 OPT + [hamis, hamis, ..., hamis]
4 t+1
5: ciklus amig (OsSzSULY(OPT) < Wyuaz) A (t < N)
6: ha OsszSULY(OPT) + wy < Wi, akkor
7 OPT(t] < tgaz
8 elagazas vége
9

t—t+1
10: ciklus vége
11:  vissza OsszERTEK(OPT)

12: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények

e N - A hatizsédkba pakolhato targyak szama.

e w; - A hatizsakba pakolhato i. targy sulya (1 <1 < N).

e p; - A hatizsakba pakolhato i. targy hasznossaga (1 <i < N).

® Wiae - A hatizsdk mérete (a belepakolhato targyak maximalis Gsszstlya).

o P, - Egy kozel optimalis pakolds &sszértéke.

e TARGYAKRENDEZESE(w, p) - A megadott harom modszer koziil valamelyikkel rendezi a hatizsakba
pakolandé targyakat. Ennek megfeleléen modositja a paraméterként atadott sily és érték listakat.

Amennyiben belépiink a ciklusba, akkor megvizsgaljuk a t. targyat. A hasznossiggal itt nem is
foglalkozunk, hiszen méar a rendezéskor igyekeztiink az elemeket olyan sorrendbe rakni, hogy a minél
elébb 1év6 elemeket probaljuk berakni a zsdkba. Itt mar csak azt nézziik, hogy a t. targy a mar
bevalasztottak mellett befér-e a zsakba (6. sor). Ha igen, akkor 6t is berakjuk (7. sor), ha nem, akkor
kihagyjuk.

Miutan a ciklus végetért, az OPT valtozo tartalmazza az altalunk taldlt legjobb pakolds adatait.
Ennek 6sszértéke lesz a fliggvény visszatérési értéke (7. sor).

Erdemes néhany teszt bemenettel kiprobélni az algoritmust, és tudatosan keresni olyan értékeket,
amelyekre megtalalja az optimumot, és olyat is, amire csak egy kozelité értéket tud adni.

( Megjegyzés w

A 0-1 hatizsak problémat ugyan nem tudta tokéletes megoldani az algoritmus, de egy kis
mobdositassal a toredékes hatizsdk problémara maradéktalanul alkalmazhaté. Ez utob-
bi egy j6 példa arra, amikor a mohé algoritmus hatékonyan és hibatlanul megoldja a
feladatot.

A médszer értékelése

A moho stratégia tehat azon alapult, hogy minden lépésben csak az ott ismert informéciok alapjan
probalunk dontést hozni a tovabblépés irdnyardl. Ez kétségteleniil gyors, azonban miként az lattuk, nem
vezet mindig optimalis megoldashoz.

A modszer elényei

e Egyértelmtien az erdforrasigényt jeldlhetjiik meg elsé sorban. Mind futésids, mind pedig tarhely
szempontjabol meglehetdsen hatékony megoldasokat tud adni a technika.

e Ha nem is adja vissza az optimalis megoldéast, gyakran ad egy jol hasznédlhato kozelitést. Ez
kiindulasi alapja lehet egyéb kiegészité moddszereknek.

A modszer hatranyai

e Csak a feladatok egy nagyon sztik korén alkalmazhato.
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Szamos példat lehet hozni arra, amikor a mohdé algoritmus bizonyithatéan optimalis megoldast ad
vissza. Ezek koziil néhannyal még késébb foglalkozunk, tipikusan a kiilonféle graf algoritmusok vizsgélata
soran (7.4. fejezet, 7.5.1. fejezet, 7.5.2. fejezet).
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2.7. Visszalépéses keresés

A médszer bemutatasa

A visszalépéses keresésnek egy teljes fejezetet szenteltiink (1. fejezet), igy annak részletes bemutatésa
ott megtalalhato. A moddszer alap gondolata az volt, hogy magat a teljes feladatot szétbonja kisebb
részfeladatokra, majd ezekre probal megoldast keresni. Alapelve, hogy egyszerre csak egy részfeladatot
probal megoldani. Elindul az elsénél, ha olyan részmegoldést talél, ami része lehet egy teljes megoldasnak,
akkor tovabblép a kovetkezére, és igy halad tovabb. Ha nem talal ilyen részmegoldast, akkor pedig egy
szinttel visszalép, és az el6z6 részfeladatnak probal egy maésik részmegoldast keresni. Az eljaras két
esetben érhet véget: a) ha az Osszes részfeladatra taldlt részmegoldast, és ezzel megoldotta a teljes
feladatot b) ha a visszalépések sorén az els6 feladatra mér nem talal tobb alternativ megoldast, ilyenkor
nincs megoldésa a feladatnak.

Lattuk, hogy a visszalépéses keresés jol hasznalhato optimalizaciora is (1.2.4. fejezet). Az elGzével
ellentétben ilyenkor nem &ll le egy teljes megoldés soran, hanem csak ellenérzi, hogy ez a megoldéas jobb-e,
mint az eddig talalt legjobb (ha még nincs ilyen, akkor azt igennek tekinti), és ha igen, akkor mostantél
az aktualisat tekinti optimélis megoldasnak. De ezt kovetSen fut tovabb a keresés.

A 0-1 hatizsak probléma megoldasa

A fentieknek megfelelGen a hatizsak problémat is egyszertien megoldhatjuk a visszalépéses kereséssel.
Részfeladatnak itt azt tekinthetjiik, hogy az egyes targyak bekeriilnek-e a zsdkba vagy sem. N darab
targy esetén tehat lesz N darab részfeladat, mindegyik lehetséges részmegoldasai az igaz vagy hamis.
A 2.13. algoritmus bemutatja a feladat megoldéasat visszalépéses kereséssel. A megoldé algoritmus né-
mileg eltér az 1. fejezetben bemutatott altalanos formatol, de itt a cél nem a modszer dltalanossagénak
bemutatasa, hanem az el6z6 problémamegoldé technikakkal valé Gsszehasonlitas.

Egyszertsitésnek tekinthets, hogy nincs kiilon lehetséges részmegoldasok matrixunk, hanem minden
szinten két lehetSséget vizsgal meg az algoritmus (5. sor). Amennyiben az ¢ értéke 0, akkor gy tekinti,
hogy a szint-edik targyat berakjuk a hatizsdkba, amennyiben az i értéke 1, akkor pedig nem. A kovetkezs
sorban ennek megfelelGen tolti ki az E vektor megfelel elemét.

Az Fj, feltétel ellendrzése jelen esetben a hatizsikba eddig bepakoland6 elemek Gsszstulyanak vizs-
galatat jelenti. Amennyiben ez kevesebb, mint a rendelkezésre allo teljes kapacitas (Wp,qz), akkor a
részmegoldast jonak tekinti. Amennyiben nem, akkor pedig nem. Ez utébbi esetben probalkozik az 4
ciklus kovetkezd lehetséges értékével, illetve ha mar mindkét valtozatot megnézte, akkor engedi vissza-
lépni a rekurziét.

Amennyiben talaltunk egy teljes megoldast (8. sor), akkor megvizsgaljuk, hogy ez jobb-e, mint az
eddig talalt legjobb (9. sor). Ha igen, akkor ezt kovetGen ezt tekinti optimalis megoldasnak.

Amennyiben még csak egy részmegoldast rogzitettiink, akkor a tanult visszalépéses keresés elvét
kovetve meghivja dnmagét (13. sor), és egy szinttel feljebb probal megoldést talalni.

a Megjegyzés N

Szintén egyszertsités, hogy nincs VAN valtoz6 az algoritmusban. Bar az eredeti vissza-
lépéses keresésben a valtozonak tobb szerepe is volt, itt egyikre sincs sziikség. Az algo-
ritmust nem kell ledllitanunk az elsé taldlat esetén, tehat emiatt nem kell. Azt se kell
vizsgalnunk, hogy talaltunk-e legalabb egy elfogadhat6é megoldast, hiszen tudjuk, hogy
ilyen biztosan van (a teljesen iires hatizsak). Ennek koszonhetSen az j eredmény vizs-
galatakor (hogy az jobb-e, mint az eddig megtalélt) sem kell kiilon foglalkoznunk azzal a
\kérdéssel, hogy mi van akkor, ha még nem is talaltunk egy j6 megoldast sem. )
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2.13. Algoritmus A 0-1 hatizsdkprobléma megoldasa ,yisszalépéses keresés” segitségével

Bemenet: szint - egész, E - logikai t6mb
Kimenet: elfogadhaté - logikai
1: fliggvény Fy(szint: egész, E :logikai tomb)
2: vissza OsszSULY(E) < Wiae
3: fliggvény vége

Bemenet: szint - egész, E - logikai témb, OPT - logikai t6mb

Kimenet: FE - logikai témb, OPT - logikai tomb
4: eljaras BACKTRACK(szint : egész, cimszerint F : logikai tomb, cimszerint OPT : logikai tomb)
5 ciklus i < 0-t6l 1-ig
6: El[szint] < (1 =0) > ha i=0 akkor legyen igaz, kiilonben hamis
7 ha Fj(szint, E) akkor
8 ha szint = N akkor
9: ha OsszERTEK(E) > OsszERTEK(OPT) akkor

10 OPT <+ E

11: elagazas vége

12: kiilénben

13: BACKTRACK(szint + 1, E, OPT)

14: elagazas vége

15: elagazas vége

16: ciklus vége

17: eljaras vége > visszalépéskor E[szint] értéke mindig hamis

Kimenet: P,, - egész (egy optimdlis pakolds dsszértéke)
18: fliggvény HATIZSAKBT

19: E < [hamis, hamis, ..., hamis]

20: OPT < [hamis, hamis, ..., hamis]

21: BACKTRACK(1, E, OPT)

29: vissza OSsSZERTEK(OPT)

23: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények
e N - A hatizsdkba pakolhato targyak szama.
w; - A héatizsakba pakolhaté i. targy silya (1 <i < N).
p; - A hatizsdkba pakolhato i. targy hasznossaga (1 <i < N).
Winaz - A hatizsdk mérete (a belepakolhato targyak maximalis Gsszstlya).
P,,t - Egy optimalis pakolas Osszértéke.
E - Az aktuéalisan vizsgalt pakolas adatai (logikai tomb, ahol E[i] azt mutatja, hogy az i. targy
benne van-e a zsadkban (1 <1 < N)).
e OPT - Az eddig talalt legjobb pakolas adatai (logikai tomb, ahol OPTi] azt mutatja, hogy az i.
targy benne van-e a zsdkban (1 <i < N)).
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a Megjegyzés N

Ezt a pszeudokoédnal is kiemeltiik, hogy lényeges koriilmény, hogy a bels6 ¢ ciklus elGszor
az igaz és utdna a hamis értéket vizsgalja. Ez azért fontos, mert igy az eljarasbol va-
16 kilépésnél az F[szint] értékében mindig hamis fog maradni. Tehét egy eldrelépkedés
utani visszalépkedés utan az E tomb szint-edik utani elemei mindig hamis értéket fog-
nak tartalmazni. Ez azért fontos, mert kiilonben az OsszERTEK fiiggvény hivéasa hibas
S eredményt adna. )

A médszer értékelése

A visszalépéses kereséssel részletesen foglalkozik az 1. fejezet, igy itt csak a konkrét feladat megoldaséaval
kapcsolat tapasztalatainkkal foglalkozunk.
A modszer elényei

e Jol attekinthetd, altalanos hasznalhaté modszer.

e Az ,0szd meg és uralkodj” médszerhez hasonloan a nyilvanvaloan felesleges részfeladatok vizsgalatat
elkeriili.

A modszer hatranyai
e A rekurziv hivasok miatt er6forrasigénye nagy lehet.

e Bizonyos feladatokra talalhatunk hatékonyabb megoldasokat is.
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2.8. Szétvalasztas és korlatozas

A médszer bemutatasa

A szétvalasztéds és korlatozas” (branch and bound) technikija sok szempontbol hasonlit az ,0szd meg
és uralkodj” és a ,yvisszalépéses keresés” modszerére, akar azok tovabbfejlesztésének is tekinthetjiik. A
Hhyers erd” moédszerhez képest az emlitett kettd elénye az volt, hogy bar probalkozassal haladnak a végss
megoldas felé, a részfeladatok megoldasabol is probaljak meghatarozni, hogy melyik utakon érdemes
tovabb haladni és melyiken nem. Azonban mindig csak az el6z6 valasztasaikat veszik figyelembe, és csak
akkor fordulnak vissza, ha azok alapjan mar nem juthatunk elfogadhat6 eredményhez (igy optimalishoz
sem).

A [ szétvalasztas és korlatozas” altaldban annyival kifinomultabb, hogy ez nem csak azt nézi, hogy
megadott aton eljuthatunk-e egy elfogadhatd megoldashoz, hanem azt is probélja megbecsiilni, hogy ez
mennyire lehet optimélis. Mar az is elég ha egy megfelelGen pontos fels§ becslést tud adni, hiszen méar ez
alapjan is gyakran keriilhetiink olyan helyzetbe, hogy egy megadott iton lehetne ugyan tovabb folytatni
a keresést, de az ottani legjobb eredmény felsé becslése azt mutatja, hogy nem érdemes, mert a mér
eddig talalt legjobbnal ugyse foguk jobbat talalni. Ezzel nagyon hatékonyan lehet tovabb gyorsitani a
keresd algoritmusokat.

Ahhoz, hogy a technikat jol hasznalhassuk, az alabbi két fiiggvényre van sziikségiink:

o Szétvdlasztdsi fiigguény: ennek szerepe, hogy a meglévs (rész)feladatot tovabbi részfeladatokra
bontsa (branch). Ez mar ismerds lehet a tobbi megismert technikabol (,0szd meg és uralkod;j”).

e Korldtozo fiigguény: ez egy korlatot ad egy részfeladat optimélis megoldasara. Ennek segitségével
tudjuk eldonteni, hogy érdemes-e tovabblépni egy uton, vagy akar vissza is fordulhatunk, hiszen
nem fogunk a méar meglévénél jobb megoldast talalni. Ezzel tulajdonképpen levagjuk (bound) a
keresési fanak azokat az agait, amit nem érdemes vizsgalni.

A fentiek alapjan mar kénnyen elképzelhet6 a megoldé algoritmus. Az eredeti problémét a szétvalasz-
tasi fiiggvénnyel szétbontjuk kisebb részproblémakra. A korlatozo fiiggvény segitségével megvizsgaljuk,
hogy az egyes részproblémak esetében mi az optimalis megoldas értékének fels korlatja (persze nem
biztos, hogy tényleg lesz is ilyen optimalis eredményiink, csak egy fels§ becslést adunk). Amennyiben
ez alapjan érdemesnek tiinik, akkor rekurziv médon megvizsgaljuk az egyes részprobléméakat (azokat is
szétbontjuk, stb.).

A 0-1 hatizsak probléma megoldasa

Vizsgaljuk meg a megadott modszert a mar jol ismert feladat megoldasaval. Els6ként nézziik meg a
szétvalasztas és a korlatozas megvélasztasat:

e Szétvalasztas: a teljes feladatot a tobbi rekurziv megoldasnal megszokott moédon bontjuk szét kisebb
részfeladatokra. N darab targy elhelyezését visszavezetjik két kisebb részfeladat megoldasara:
feltételezziik, hogy az utols6 elem benne van a zsdkban és ez alapjan szamolunk optimumot a
maradékra, illetve feltételezziik, hogy az utolsd nincs benne a zsdkban és ez alapjan szamolunk
optimumot a maradékra.

e Korlatozas: a korlatozas sordn a még vizsgalatra vard részprobléma optimalis pakolasi értékére
adunk egy fels6 becslést. Ezt mutatja be az Fj fliggvény. Végignézziik az Osszes még hatralévs
targyat, amennyiben a targy onmagaban befér a zsdkban maradt szabad helyre, akkor annak
értékét hozzaadjuk egy segédvaltozohoz. A segédvaltozo értéke tehédt azt mutatja, hogy milyen
optimélis pakolasi értéket érhetiink el, ha az Osszes énmagéban beférd targyat bele fogjuk tudni
rakni a zsdkba. Ez nyilvanvaléan egy felsé becslés, hiszen valésziniileg nem fog minden beleférni,
de szamunkra most csak a fontos, hogy ennél jobb eredményt biztosan nem kaphatunk.

A pszeudokédnal (2.14. algoritmus) szandékoltan megtartottuk az el6z6 visszalépéses keresésnél mar
megismert alapvets felépitést. Az algoritmus miikodése szinte teljesen ugyanaz, egy pontban tortént
valtoztatas, a 22. sorban. Itt lathatd, hogy a kovetkezd rekurzios hivas el6tt ellendrizziik, hogy az arra
az agra vonatkozo fels§ becslést figyelembe véve kaphatunk-e jobb eredményt az eddig elérnél. Ha igen,
akkor a fiiggvény meghivja énmagat, ha nem, akkor pedig nem térténik rekurziv hivés.
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2.14. Algoritmus A 0-1 hatizsdkprobléma megoldasa ,szétvalasztas és korlatozas” technikaval

Bemenet: szint - egész, E - logikai tomb
Kimenet: elfogadhato - logikai
1: fiiggvény Fy(szint: egész, E :logikai tomb)
2: vissza 0sszSULY(E) < Winae
3: fliggvény vége

Bemenet: szint - egész, E - logikai tomb
Kimenet: pfk - egész (felsd becslés a vdrhato optimumra)

4: fliggvény Fy(szint : egész, E : logikai t6mb)
5 pfk <0

6: ciklus i < szint + 1-t6l N-ig

7 ha OsszSULY(E) + w; < Winae akkor
8 pfk < pfk+pi

9 elagazas vége

10: ciklus vége

11: vissza pfk

12: fliggvény vége

Bemenet: szint - egész, I - logikai téomb, OPT - logikai t6mb
Kimenet: FE - logikai t6mb, OPT - logikai tomb

13: eljaras BACKTRACK(szint : egész, cimszerint F : logikai témb, cimszerint OPT : logikai t6mb)

14: ciklus i < 0-t6l 1-ig

15: E[szint] « (i = 0) > ha i=0 akkor legyen igaz, kiilonben hamis
16: ha Fj(szint, E) akkor

17: ha (szint = N) akkor

18: ha OsszERTEK(E) > OsszERTEK(OPT) akkor

19: OPT <+ E

20: elagazas vége

21: kiilonben

22: ha OsszERTEK(E) + Fy(szint, E) > OsszERTEK(OPT) akkor

23: BACKTRACK(szint + 1, E, OPT)

24: elagazas vége

25: elagazas vége

26: elagazas vége

27: ciklus vége

28: eljaras vége > visszalépéskor E[szint| értéke mindig hamis

Kimenet: P,, - egész (egy optimdlis pakolds dsszértéke)
29: fiiggvény HATIZSAKBNB

30: E < [hamis, hamis, ..., hamis]

31: OPT < [hamis, hamis, ..., hamis]

32: BACKTRACK(1, E, OPT)

33: vissza OSsSZERTEK(OPT)

34: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények
e N - A hatizsakba pakolhaté targyak szama.
w; - A héatizsakba pakolhaté i. targy silya (1 < i < N).

P,,t - Egy optimalis pakolas Osszértéke.

benne van-e a zsadkban (1 <1 < N)).

targy benne van-e a zsdkban (1 <i < N)).

p; - A hatizsdkba pakolhato i. targy hasznossaga (1 <i < N).
Winaz - A hatizsdk mérete (a belepakolhato targyak maximalis Gsszstlya).

E - Az aktuéalisan vizsgalt pakolas adatai (logikai tomb, ahol E[i] azt mutatja, hogy az i. targy

OPT - Az eddig talalt legjobb pakolas adatai (logikai t6mb, ahol OPT[i] azt mutatja, hogy az i.
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A fels§ becslést az Fp, fiiggvény végzi, aminek két paramétere van (szint és E). Ezek alapjan a
visszatéreési értéke egy fels§ becslés arra vonatkozdan, hogy az E altal aktualisan tarolt (tehét 1-t6l szint-
ig mar ismert) részeredményeket figyelembe véve, a hatralévs (tehat szint utani) targyak felhasznéalasaval
milyen optimélis pakolast lehet elérni.

A médszer értékelése

Altaldban elmondhato, hogy az itt megismert technika talmutat az eddigi hasonlé modszerek lehetdsége-
in. Mindegyik hasonlé médszer tobbé-kevésbé probalkozassal kereste meg az optimalis eredményt, kozii-
liikk néhany volt annyira hatékony, hogy nem folytatott olyan itvonalakat, ahol eleve nem fog elfogadhato
eredményt (érvényes pakolast) talalni. A most megismert modszer pedig ezt annyibol tovabbfejleszti,
hogy probalja kisziirni azokat az agakat is, ahol ugyan lehet elfogadhaté eredmény (érvényes pakolas),
de az varhat6an nem lesz jobb, mint az eddig talélt legjobb (optimaélis pakolas).

A modszer elényei

e A fentieknek megfelelGen egy kell6képpen finomhangolt algoritmus nagyon sok felesleges 1épést el
tud keriilni.

e Nem csak a mar rogzitett részeredményeken alapul a tovabblépés, hanem a még nem feldolgozott
részproblémat is figyelembe veszi.

A modszer hatranyai

e Mindezek az el6nyok csak akkor hasznéalhatok ki, ha kell6képpen jo szétvalaszto és korlatozo fiigg-
vényeket irunk. Ezek kidolgozisa gyakran meglehetGsen bonyolult lehet.

Szénasi Sandor 63 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



2.9. A modszerek osszehasonlitasa

Lathattuk, hogy az egyes moddszerek sok alapelvben osztoznak egymaéssal, igy a miikédésiik is hasonlo,
nem is mindig lehet egyértelmid hatérvonalat hizni kézottiikk. Egy konkrét feladat megoldasakor ezeket
az alapelveket célszerd figyelembe venni, és ezek alapjén akar egy sajat, a fentieken alapulé moédszert
kidolgozni.

Nem lehetséges az egyes modszerek koziil egyet vagy tobbet kiemelni mint legjobbakat, sem pedig
sorrendet késziteni, hogy melyik jobb a masiknal. Az egyes moddszerek kozotti valasztasnak ugyanis
mindig a megadott feladathoz kell alkalmazkodnia, ebben prébal segiteni az egyes modszereknél megadott
rovid értékelés.

Erdemes lehet az sszes fenti modszert megvalositani, és a bemeneti adatokkal kicsit ,,jatszani”. Még
azonos probléma mellett is gyakran el lehet &llitani olyan bemend adatsorokat, amelyet az egyik vagy
éppen a masik modszer fog a leghatékonyabban megoldani.

Néhany altalanos gondolat azért megallapithato:

e A nyers er§” modszere fogja altalaban a legnagyobb futasidét igényelni. Hasznalata féként ak-
kor javasolt, amikor egyszeriien nincs jobb oOtletiink (pl. jelszé feltorése, ahol semmilyen tovabbi
tampontunk nincs a megoldasra vonatkozoan).

e Az ,0szd meg és uralkodj” modszer altaldban nagyon koénnyen értelmezhets és implementéalhato.
El6nye akkor jelenik csak meg, ha a részfeladatok generalasa soran mar ki tudjuk kiiszobolni azokat,
amelyeket felesleges vizsgalni. Ha ilyen lehet&ség nincs, akkor ugyantgy végig kell néznie az Gsszes
megoldéast, csak a rekurzié miatt még lassabb is. Azt is lattuk, hogy ha sok atfeds részfeladatunk
van, akkor célszerid valamelyik javitassal probalkozni.

o A feljegyzéses” modszer nagyszertien kikiiszoboli a sok atfeds részfeladat altal okozott hatranyokat.
Tl nagy problématér esetén a tarigény problémaés lehet (hiszen el kell tarolnunk a sok részfeladat-
hoz tartozé optimaélis részmegoldast), de ettdl fiiggetleniil érdemes vele foglalkozni. Egyszertisége
ellenére meglepGen hatékony futasidét tud adni.

e A  dinamikus programozas” sok szempontbol kilog a tobbi kozill. Erdekessége, hogy pl. a hatizsak
probléma esetén lépésszama és tarhelyigénye csak a targyak szamatol és a rendelkezésre all6 helytsl
fiigg, de a sulyoktol és értékekt6l mar nem (mint a tébbinél). Ez egyrésszt praktikus, de mindig
fontos figyelembe venni, hogy ezekre az adatokra nagyon érzékeny. Pl. ha csak 2 targyat akarunk
berakni egy 2000 méretii zsakba, akkor is ki fogja tolteni a teljes tablazatot. Az alulrol felfelé
épitkezés hatranya, hogy itt nem tudunk a tobbi médszernél jol hasznalhato vagésokkal élni.

e A moho algoritmusokkal” kapcsolatban egyszeri a dolgunk. Altalaban igaz, hogy ha van valamire
moho stratégiat alkalmazd modszer, akkor célszert azt hasznélni. A hangsily sajnos itt a ,ha
van-on van, ugyanis a legtobb probléma nem oldhaté meg ilyen algoritmusokkal. Pl. a 0-1 ha-
tizsdkproblémara sincs jelenleg ismert mohé megoldas, csak olyan, ami kozel optimélis eredményt
ad.

e A yisszalépéses keresés” is az ,0szd meg és uralkodj” modszerhez hasonléan egy alapveté modszer,
ami gyakran tovabbi modositasokat és finomhangoléast igényel a hatékony miikodéshez (érdemes
atgondolni, hogy miben is kiilénbozik egyméastol a két modszer stratégiaja). Ennek is az a problé-
méja, hogy ha nem tudunk megadni korlatokat, akkor a teljes problémateret &t kell vizsgalnia.

o A  szétvalasztas és korlatozas” modszer a fentiekhez képest sokkal hatékonyabb tud lenni, de csak
akkor, ha ki tudja hasznalni az el6re tekintésbél adodo elényét. Pl. ha a hatizsakban sok kis targy
van, akkor a tobbi rekurziv modszer kénytelen egészen sok targyat vizsgdlni mire rajon, hogy vissza
kell fordulni. A korlatozas miatt ez a mddszer azonban ilyenkor is gyorsabban vissza tud 1épni, ha
mér elére latja hogy a hatralévs sok targybol tgyse lesz optimalis megoldas.
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3. fejezet

Hasit6 tablazat

3.1. Alternativak elemzése

3.1.1. Tombok felépitése

Az adatszerkezetek koziil mindenki (legalabbis a strukturalt programozést tanulok) a tombbel ismer-
kednek meg elGszor. A témb egy meglehetGsen egyszerti adatszerkezet, az egyes elemeket egy egész
szam index segitségével érjiik el, a tarolasi mod pedig ehhez igazodik, az egyes elemek kozvetleniil egy-
mas utan helyezkednek el a memoridban (celldknak, vagy réseknek fogjuk nevezni az elemek tarolasara
szolgalé memoriateriileteket). Ez szamos el6nnyel jar:

o Egyszerii: Az adatszerkezet megvalositasa, illetve hasznalata is egyszert.

e Idealis helyfoglalas: A témb mindig pontosan annyi helyet foglal, amennyit a benne taldlhaté
elemek igényelnek. Tehat a helyfoglalas egyenld az elemméret és az elemszam szorzataval.

e Gyors véletlen elérés: Nagyon gyors véletlen elérést biztosit, egy lépéssel ki tudjuk olvasni a témb
megadott indexd elemét (a késGbbiekben latni fogjuk, hogy ez a tobbi adatszerkezetnél nem lesz
ennyire nyilvanvalo).

C Megjegyzés D

Ez utébbi elény a tarolas médjabol adodik, hiszen tdmbok esetében egy elem helyét a
memoridban egyszerten ki tudjuk szamolni az alabbiak szerint:

elem_cim = kezdé_cim + index * elem_méret

Ahol

e elem_cim: A keresendd elem memoriacime.
o kezdd cim: A tomb elejének (els§ elemnének) a memoriacime.

e index: Az keresendd elem indexe (a fenti képlet alapjan érthetd, hogy miért terjedt
el a 0-val kezd6d6 indexelés a C jellegii nyelveknél).

e clem_méret: Egy elem mérete, ez nyilvan az elem tipusatol fligg (egész szédm, ka-

_ rakter, stb.). )

Viszont a tomb szamos hatrannyal is bir:

e Fix méreti: A programozasi nyelvekben a tombok mérete dltaldban nem véltoztathaté (de ha
igen, akkor is meglehetGsen erdforrasigényes miveletek aran). Ez egyben azt is jelenti, hogy mar
a tomb létrehozasakor tudnunk kell, hogy maximalisan hany elemet szeretnénk elhelyezni benne,
ami altalaban jelentds feliilbecslést igényel.
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e Nehézkes beszuras/torlés: Tombok végére altaldban kénnyen tudunk 4j elemet felvenni, azonban
egy 1j elem beszirasa a tomb kdézepébe mar kimondottan eréforrasigényes lehet, hiszen az Gsszes
mogotte 1év6 elemet hatrébb kell tolni. Torlésnél ugyanez a probléma, csak forditott iranyba.

e Lassi keresés: Rendezetlen tombben csak a linearis keresést hasznalhatjuk, ami meglehet&sen lasst.
Rendezett tombokben a logaritmikus keresés mar joval hatékonyabb, de pl. a hasité tablazatoknél
latunk erre jobb megoldasokat is.

a Megjegyzés D

A késébbiekben megismeriink kiilonb6z6 adatszerkezeteket, de el6re érdemes leszogezni,
hogy egyik se lesz koziiliik olyan, amelyik minden szempontbdl tilszarnyalna a tobbit.
Altalaban kompromisszumot kell kotniink, hogy gyors keresést szeretnénk, vagy inkabb
gyors modositasi lehet&séget. Hasonléan valasztanunk kell a kis tarigény, vagy pedig gyors
miikodés ko6zott. A tomb csak egy lehetdség az adatszerkezetek koziil, a maga elényeivel
\ és hatranyaival. )

3.1.2. Ko6zvetlen cimzés

Az adatszerkezetekben valo tarolas érdekében célszert bevezetni a kulcsok fogalmat. Ez egy tetszileges
tipusu érték, ami arra szolgal, hogy ez alapjan azonosithatjuk egyértelmtien az adatelemiinket, ez alapjan
tudjuk eltarolni, illetve a késGbbiekben visszakeresni. A keresés miatt azt is megkoveteljiik, hogy ez a
kules legyen egyedi, tehat két kiillonb6z6 elem ne rendelkezhessen ugyanazzal a kulccsal.

Ideélis esetben a mar egyébként is meglévs mezsk koziil valamelyiket kdzvetleniil hasznalhatjuk kulcs-
ként (pl. cégek neveit, sth.). Gyakran ez nem csak egy mezGt, hanem tébbet jelent, ilyenkor beszéliink
osszetett kulcsokrol (pl. a gyakorlatban a név-+anyja neve+sziiletési hely és datum egészen jol bevalt a
személyek azonositasara). Ez utobbi esetben az Osszes értéket meg kell adnunk az egyértelmi azonosi-
tashoz, de ez inkdbb csak implementaciés problémat jelent, a késébbiekben ezzel nem foglalkozunk.

Néha azonban a meglévé mezék nem alkalmasak az egyértelmi megkiilonboztetésre, ilyenkor beve-
zethetiink technikai kulcsokat (pl. szemeélyi szam, memoriabeli cim, stb.), amelyek mér nyilvanvaléan
biztositani tudjak a kivant egyediséget.

Az adatszerkezetekben a kulcsok alapjan szoktuk elvégezni a kereséseket (pl. keressiik a "998877AB"
azonositoju személy adatait), ami azonnal elvezet a tombok egyik héatranyahoz. Témboknél ugyanis a
hozzéférés alapja az indexelés, ami az elemek memoriabeli elhelyezkedésén alapul, az pedig a kulcsoktol
alapvetGen filiggetlen. A legtébb amit tehetiink, hogy magat a témbdt a kulcsok alapjin rendezziik,
igy a kulcs szerinti kereséskor (pl. adjuk vissza a megadott személyi szaimmal rendelkez személyt) a
logaritmikus keresést hasznaljuk, ami n darab elem esetében varhatéan O(logan) lépésbdl megtalalja a
keresett kulcst elemet. Késébb latni fogjuk, hogy ez alapvetGen nem rossz, de bizonyos feltételek megléte
esetében ennél sokkal hatékonyabb megoldasokat is talalhatunk: az elemeket kézvetleniil, pontosan egy
darab lépéssel is ki tudnank keresni a témbbdél. Ezt valdsitja meg a kozvetlen cimzés. Ennek az alap-
ja az, hogy a kulcsokat kozvetleniil a tomb cimzésére hasznéljuk, aminek persze meglehetGsen szigora
eltfeltételei vannak:

e A kulcsoknak természetes szamoknak kell lenniiik (mivel t6mbot csak ezekkel tudunk indexelni).

e A kulcsoknak egy megadott tartoményon beliil kell maradniuk (hiszen a tomb méretet elére meg
kell adnunk). Tehat n darab elem esetében a kulcsoknak a 0..(n—1) tartoméanyon beliil kell lenniiik.

e A kulcsoknak mindenképpen egyedinek kell lenniiik.

Ha teljesiilnek a fenti feltételek, akkor a kiilonb6z6 miveletek méar nagyon egyszertien implemental-
hatoak.

e Besziras: Egy elem elhelyezése a tombben csak annyit igényel, hogy kiolvassuk az elem k kulcsat,
majd elhelyezziik az elemet a tomb k indext helyére.

e Keresés: A keresés hasonloan egyszert, ha a k kulcstu elemet keressiik, akkor egyszertien megvizs-
galjuk a tomb k indexd elemét. Ha van ott valami, akkor azt kerestiik, ha nincs, akkor pedig nincs
ilyen kulcsi elemiink.
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Kulcshalmaz Indexhalmaz

4 1|Jan|2500\\

2|Feb|4000—
4|Apr|8000
. ~/

3.1. abra. Példa a kozvetlen cimzésre. A cimzés soran a honap sorszaméat hasznaljuk kulcsként, tehat
beszuraskor a janudri érték az 1. cellaba keriil, stb. Kereséskor ehhez hasonléan, ha pl. az aprilisi adatra
van sziikség, akkor azt a 4. cellabol tudjuk kivenni.

= IN WP~ O,

e Torlés: Az el6zileg megismert kereséssel eldontjiik, hogy van-e k kulcsta elem, és ha igen, akkor
tordltnek jeloljiik a tomb k indexi elemét.

Ezzel sikeriilt is megvalositanunk egy olyan adatszerkezetet, ami O(1) darab lépéssel tudja megvalo-
sitani az alapmiveleteket (s6t, valojaban az O is sziikségtelen, hiszen konkrétan egy lépést igényel csak).
Ez valéban igaz, de sajnos ez is szdmos hatrannyal bir:

e A kulcsokra nagyon szigoru feltétel vonatkozik, ez a legtébb gyakorlati esetben nem kivitelezhetd
(mert a kulcsok pl. szovegek).

e A hasznélhatésdgot nagyban befolyasolja a lehetséges kulcsok szaménak, illetve a ténylegesen el-
tarolni kivant elemek szamaéanak aranya. Ha kulcsként pl. sziiletési datumot szeretnénk hasznélni
(az egyszertség kedvéert év utolso két szamjegyétdl kezdve, tehat pl. 781218,120228, 931211, stb.)
akkor egy 991231 méretii tombdt kell 1étrehoznunk. Amennyiben az eltdrolandé személyek sza-
ma csak néhany szaz, akkor jol lathato, hogy tarteriilet szempontjabél nagyon pazarléan miikédik
az adatszerkezetiink (és a sziiletési datumot még nem is tekinthetjiik egyedinek, a tokéletességre
torekedve jobb lenne a 11 jegyd személyi szam).

A fenti hatranyoktol eltekintve a kozvetlen cimzés bizonyos esetekben nagyon jol hasznalhato, féleg
olyankor, amikor a kulcshalmaz meglehetGsen kicsi (pl. a havi fizetéseket akarjuk eltarolni kozvetlen
cimzéssel, akkor elég egy 12 méretd tombot létrehozni), vagy legalabb jol koriilhatéarolt (pl. mi magunk
adunk olyan technikai kulcsokat, hogy azok egy kisebb tartoményon beliil maradjanak). Kozvetlen
cimzésre mutat egy egyszerd példat a 3.1. abra.

A hasznalhat6sag mindig az egyedi feladatok esetében donthetd el, a tarolt adatok mennyisége és
mérete, a kulcsok milyensége és a varhato keresések szamanak fiiggvényében.
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3.2. Hasit6 tablazatok felépitése

A kozvetlen cimzés gondolatabol kiindulva egy olyan adatszerkezetet készitiink, ami megprobélja kiki-
szobolni a 3.1.2. alfejezetben megfogalmazott probléméakat. A kozvetlen cimzés legnagyobb gyengesége
éppen annak "kozvetlen" volta, tehat, hogy a kulcsot kozvetleniil akarjuk felhasznalni a témb cimzésére,
ami gyakran problémékat vet fel (hiszen a kulcsok tipusat gyakran nem mi hatarozzuk meg, hanem
az természetszertleg adodik). Erdemes tehat mindezt kozvetett modon megvalésitani, tehat legyen le-
het6ség a kulcsokra elGszor valamilyen transzformaciot végezni, miel6tt azokat cimzésre hasznalnank.
Ezt valositjdk meg a hasito tablazatok. Ebben az esetben bevezetiink egy fliggvényt (az tgynevezett
hasitéfigguényt), aminek az a szerepe, hogy a beszuras/keresés/torlés soran nem a kulcsot hasznéljuk
kozvetleniil a cimzésre, hanem elGszor a kulcsra alkalmazzuk ezt a fliggvényt, és annak a visszatérési
értékével fogunk indexelni. Az adatok tarolasat a hattérben altaldban egy egyszerii tomb végzi, amit
A-val jeloliink. A hasito tablazatra mutat egy egyszerd példat a 3.2. abra.
Ez nagyrészt megoldja a kozvetlen cimzés problémait, mivel:

e A kulcsok lehetnek tetszéleges tipusiak, hiszen végiil nem azokkal fogunk cimezni. Lehet a kulcs
akar szoveg is, csak akkor olyan hasitofiiggvényt kell talalnunk, ami a szoveges bemenethez egy
egész szdm kimenetet rendel.

e A kulcsoknak nem kell egy megadott tartomanyon beliil maradniuk, elég ha ugy véalasztjuk meg a
hasitofiiggvényt, hogy a visszatérési értéke egy megfelel§ tartoméanyon beliil maradjon.

Néhany alapvets fogalom:

e Kulcshalmaz (K): A lehetséges kulcsok halmaza. Ez lehet tetszéleges tipust és méretd. Mérete
legyen n =| K | (tehat a K halmaz eleminek a szama).

e Indexhalmas (I): A lehetséges indexek halmaza. Mivel a hasité tablazatok adatait altalaban egy
tombben taroljuk, igy az indexhalmaz mérete (m =| I |) 6sszhangban kell legyen a tomb méretével.
A tomb lehetséges indexei: 0..(m — 1).

e Hasitofiiggveny (h : K — I): Egy leképezés, amelyik a kulcs alapjan megadja a keresett indexet
(masnéven kulcstranszformdcids-figgvény).

( Megjegyzés W

Bar a pszeudokédokban altalaban 1-t6l kezdjiik a tombok cimzését, itt kivételesen 0-t6l
kezd6d6 indexelést hasznalunk. Természetesen egy +1 hozzdadassal barmikor attérhetiink
a maésik indexelésre, de az egyszertibb leirds kedvéért ezt nem alkalmazzuk.

A hasito tablazatok legszembetiinbb elénye a kozvetlen cimzéshez képest, hogy ezzel lehetGségiink
nyilik arra, hogy egy meglehet&sen nagy kulcshalmaz esetén (pl. ha személyi szamot tekintiink kulcs-
nak, akkor a lehetséges kulcsok halmaza meglehetGsen nagy) is elég lehet egy nagysagrendekkel kisebb

Kulcshalmaz Indexhalmaz

Béla|2500
Andi|4000

Endre|800

=IN|W B~ O

3.2. dbra. Példa hasito tablazatra. A lényeges kiilonbség a direkt cimzéshez képest az, hogy a kulcsmezét
(ami jelen esetben a név) nem kozvetleniil hasznaljuk indexelésre, hanem elGtte meghivjuk a kulcsra a
hasitofiiggvényt, és annak a visszatérési értéke lesz az index. Ugyanigy miikodik a keresés is a kulcs
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indexhalmaz is (pl. 100 elemt), csak arra kell tigyelniink, hogy a hasitofiiggvény megfelelGen képezzen le
ebbe a kisebb halmazba (pl. h(k) : k mod 100, a hasitofiiggvény indexként visszaadja a kulcs utolsé két
szamjegyét).

Egy tokéletes (tehat iitkozéseket nem okozo) hasitofiiggveny esetében, ha egy k kulest (ahol k € K)
elemet szeretnénk eltarolni, akkor a témb h(k) indext helyére beméasoljuk ezt az elemet. Ugyanigy, egy k
kulcsu elem keresésekor megvizsgaljuk a tomb h(k) indext elemét, ha az iires, akkor nincs ilyen elemiink,
ha nem iires, akkor pedig az ott 1évét kell visszaadnunk. Torlés esetén pedig a tomb h(k) indext elemét
megjeloljik toroltként.

Fontos megjegyezni, hogy mindez csak egy tokéletes hasitofiiggvény esetében igaz, a gyakorlatban
ilyennel nem nagyon fogunk talalkozni. A hasit6é tabla emlitett el6nye, hogy kisebb indexhalmazba
képezziik le a sokkal nagyobb méretti kulcshalmazt, torvényszerden azzal jar egyiitt, hogy felmeriil az
iitkozések veszélye. A fenti példanal maradva elképzelhets, hogy két ember személyi szamanak megegye-
zik az utolsé két szamjegye, igy Gket a hasitofiiggvény ugyanarra a tomb indexre képezi le. Belathato
altaldnosan is, hogy barmelyik esetben, ha a kulcshalmaz mérete nagyobb, mint az indexhalmaz mérete
(n > m), akkor szamolnunk kell az titkozésekkel. Ez nem lesz akkora probléma, mint amilyennek elsére
tlnik, és a késébbiekben szamos mddszert fogunk megismerni ennek a kezelésére, de érdemes mér most
megjegyezni, hogy a kivalo egy lépésbdl allo beszuras/keresés/torlés miiveleteket sajnos nem fogjuk tudni
fenntartani ezekkel a technikikkal.

Szénasi Sandor 69 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



3.3. Hasitoéfiiggvény megvaldsitasok

3.3.1. Az idealis hasitofiiggvény

Ha megértettiik a hasit6 tablazatok miikodésének alapjait, akkor mar csak az lehet a kérdés, hogy miként
valasszuk meg a hasitofiiggvényt. Altalanosan jo valasz sajnos nincs erre a kérdésre, a megfelels fiiggvény
megtalalasa mindig a megadott feladattol fiigeg. Egyrészt technikai paraméterek korlatozzak a vilaszthato
hasitofiiggvények korét (pl. a kulcsok egész szamok, szovegek, lebegSpontos szamok, stb.), amelyekhez
mindenképpen igazodni kell. Masrészt gyakran optimalizacioval kapcsolatos dontéseket kell hoznunk a
fiiggvények, vagy azok paramétereit illetGen (pl. egy kisméretd témb hasznélata jelentGsen megnoveli az
titkozések valdszintségét, til nagy tomb azonban a tarhelyigényt fogja drasztikusan megndvelni). Tehat
hasitofiiggvényt csak a konkrét feladat ismeretében tudunk ajanlani.

Mindenesetre van néhény altalanos szabéaly, amit érdemes figyelembe venni. Ezek alapan az ideélis
hasitofiiggvény jellemz6i:

e Egyszeriien kiszamithato legyen: bar a hasitofiiggvény szamitéisa dltalaban nagysagrendekkel kisebb
er6forrasigénnyel bir, mint a tarhelyhez valo hozzaférés, de célszeri itt is optimalizalni az idGigényt.

e Kevés iitkozést produkaljon: tudjuk majd kezelni az iitkézéseket, de ezek mind tovabbi lépéseket,
esetenként pedig tovabbi tarhelyhasznélatot igényelnek. Emiatt célszerd mér a hasitofiiggvény
megvalasztassal minél kevesebb iitkdzést elGidézni.

e Egyenletesen ossza szét a kulcsokat: bar nem biztos, de varhatdan kevesebb {itk6zést fog produkalni
egy olyan fiiggvény, ami a kulcsokat egyenletesen osztja szét az indextartoményon, mint az, amelyik
bizonyos tartomanyokba tobb kulcsot képez le.

e Hasonlé kulcsokat véletlenszertien ossza szét: szintén nem biztos, de altalaban itt is kevesebb
iitkdzésre szamithatunk, ha az egymastol csak kicsit kiilonb6z6 kulcsokat egymastoél tavolra képezi
le a hasitofiiggvény. A gyakorlatban ugyanis a kulcsok eloszlasa sokszor nem egyenletes, igy azonban
a kulcsok stirtisodése nem okoz majd litkézéseket az indexeknél.

Hasitofliggveények esetében szokés beszélni lavina-hatdsrdl (avalanche effect) [2], ami azt jelenti, hogy
egy jol megvalasztott hasitofiiggvény esetében, ha a bemenetet kicsit megvaltoztatjuk (egy bit valtozas),
akkor attél a kimenet jelentGsen megvéltozik (legaldbb a kimeneti bitek fele valtozik). Ennek a tulaj-
donsagnak koszonheten a hasitofiiggvények gyakran megjelennek egyéb feladatok megoldasaiban is (pl.
ellendérzé Gsszegek).

3.3.2. Néhany hasitofiiggvény megvaldsitas

Az alabbiakban néhény hasitofiiggvény megvalositast vizsgalunk meg. Ismét megjegyezziik, hogy nincs
egyetemes szabdly a hasitofiiggvények kialakitasara, az alabbiak pusztin Gtletadonak tekintendsk. Magat
a tényleges fiiggvényt mindig a feladathoz alkalmazkodva kell elkésziteni, akar a lentiek koziil vilasztva
egyet, azokat kombinélva, akir egy teljesen 0jszerd megoldas alkalmazésaval.

A héarom minta esetében mindig feltételezziik, hogy a kulcs egy pozitiv egész szam.

Oszt6 modszer

A hasitofliggvények fontos funkcidja az dtalakitason és szétszorason tul, az intervallumba leképezés. Mivel
altalaban a kulcsok halmaza joval nagyobb, mint a lehetséges indexek halmaza, igy a hasitofiiggvénynek
garantalnia kell, hogy a kulcs méretétdl fiiggetleniil a kimenete mindig az indexhalmaz tartoméanyon
beliilre essen. Ennek a legegyszertibb megvalositasa egy egyszert maradékos osztas, amivel biztositjuk,
hogy a kimenet 0..(m — 1) koz6tti tartomanyba essen.
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Ennek megfelelGen az oszté modszer altalanos alakja:
h(k) : k mod m (3.1)
Ahol
e k: A kulcs, ami jelen esetben csak pozitiv egész szam lehet.

e m: Az indexhalmaz mérete. A létrehozott tOmb mérete megegyezik a osztédval, igy biztosithato,
hogy a visszaadott érték mindig 0..(m — 1) tartomanyba essen.

Az m megvalasztasa alapvetGen tetszéleges, nyilvanvald, hogy nagyobb értékek dltalaban kevesebb
kulcsiitkozést jelentenek nagyobb tarhelyigény aran, mig kisebb m értékek tobb kulcsiitkézéssel jarnak,
viszont csokken a sziikséges tomb mérete.

A lavina hatasnél lattuk, hogy a gyakorlatban olyan hasitofiiggvényeket célszerid valasztani, amelyek
a bemenet minden kisebb valtoztatasara lehetSleg nagy kimeneti véltozast eredményeznek. Az oszto
modszer esetében ezért gyakran nem célszert m-nek 2 vagy 10 hatvanyait valasztani, mivel a 10 esetében a
decimélis szdmrendszerben felirt szdmoknak valéjaban csak az utolsé néhany szamjegyét fogja figyelembe
venni a fliggvény, a 2-re pedig ugyanez igaz, csak binaris szamrendszerben. Ajanlasként célszerd a 2
hatvanyaihoz nem tul kozeli primeket valasztani [2].

Szorz6 moédszer

Véletlenszeriih6z hasonlo eloszlast érhetiink el a szorzé moédszer hasznalataval. Ennek alapja:
h(k) : Kozepe™ (Y * k) (3.2)
Ahol
e k: A kulcs, ami jelen esetben csak pozitiv egész szam lehet.
o Y: Egy tetszlleges konstans (szintén pozitiv egész szam).

o KozepeM (z): Fiiggvény, ami visszaadja az x szam tizes szamrendszerbeli alakjanak kozépss M
darab szémjegyét (Pl. Kozepe?(24356) = 435).

Az M paraméterrel tudjuk meghatirozni, hogy mekkora tombot szeretnénk a hattérben hasznélni,
mivel ennek értékbosl adodik, hogy a fiiggvény mekkora szdmokat ad vissza (0 és 10 — 1 kozottieket). Az
Y paraméter egy tetszéleges, altalaban nagy értékd konstans. Nyilvan akkora szdmot célszerd valasztani,
hogy a vele val6 szorzas legaldbb M jegyt szamokat eredményezzen. A specialis esetek kivédése érdekében
itt is célszerid primet vélasztani.

Amennyiben az index halmaz méretének nem 10 hatvanyat szeretnénk felhasznalni, akkor az igy
visszakapott értéket egy maradékos osztassal tudjuk egy intervallumba leképezni:

h(k) : Kézepe™ (k x k) mod m (3.3)

A modszer egy specidlis alvaltozata a négyzetkozép modszer (a paraméterek ugyanazok, mint az eld-
78 leirasban). Ez olyan jo eloszlast eredményez, hogy kezdetleges véletlenszam-generatorként is lehet
hasznalni egymas utan tébbszori hivassal:

h(k) : Kézepe™ (k x k) (3.4)

Szamjegyes modszer

Szintén jo eloszlast kaphatunk, ha a kulcsokat 10-es (vagy akir mas) szamrendszerben leirva, azok szam-
jegyei segitségével probalunk meg egy indexet kiszdmitani.
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Erre egy egyszeri lehet&ség:
Ll

h(k): > Helyiérték' (k) mod m (3.5)
=1

Ahol
e k: A kulcs, ami jelen esetben csak pozitiv egész szam lehet.
o | k|: A k szam szamjegyeinek a szama.

e m: A szokdsos maradékos osztas paramétere, ezzel biztositjuk, hogy a kimenet egy megadott
tartomanyon beliili lesz.

o Helyiértéki(k): Visszaadja a k paraméter i. szamjegyét.
Mivel a szdmok mérete és a szamjegyeik Osszege kozott nincs szoros kapcsolat, ez a gyakorlatban
szintén véletlenszertith6z kozeli eloszlast ad. Mivel érzéketlen arra, hogy melyik szam melyik helyiértéken
szerepel (ami miatt pl. szamjegycserék esetén ugyanoda képez), emiatt hasznalhat6 az alabbi modositott

valtozat is:
K|

h(k): Y Stly; « Helyiérték' (k) mod m (3.6)
=1

Ahol
e k: A kulcs, ami jelen esetben csak pozitiv egész szam lehet.
o | k|: A k szam szamjegyeinek a szama.

e m: A szokdsos maradékos osztas paramétere, ezzel biztositjuk, hogy a kimenet egy megadott
tartomanyon beliili lesz.

e Suly;: Megadja az i. szamjegyhez tartozo6 silyozéd tényezét.
o Helyiértéki(k): Visszaadja a k paraméter i. szamjegyét.

Az alapdétlet itt is ugyanaz, csak az egyes szamjegyeket kiilonb6zs sullyal vessziik figyelembe, attol
fiiggGen, hogy melyik helyiértéken allnak.

3.3.3. Tovabbi megfontolasok

Sz6veges tipusii kulcsok

Az el6z6 mintakban azt feltételeztiik, hogy a kulcsok egész szamok, a gyakorlatban azonban ez nem
feltétleniil lesz mindig igaz. A személyi szamra éppen teljesiil, de pl. a személyi igazolvany szamra,
rendszamra mar nem. Es persze hasznalhatunk kulcsként neveket is, ha tudjuk, hogy azok egyediek
lesznek.

Azokban az esetekben, amikor egy karaktert kell hasznalnunk kulcsként, ehhez egy egész szamot
kell hozzarendelniink, amelyet majd az el6z6 hasitofiiggvény megvalositasok koziil valamelyikkel (vagy
akar egy teljesen méas megvalositassal) leképeziink az indexhalmazra. Maga az atalakitas sokféleképpen
megoldhato, egy lehetséges megoldas (jel-kéd mddszer [8]), ha az egyes szimbolumokhoz (bettikhoz)
szamokat rendeliink. Ilyen tablazatok mér eleve léteznek (ASCII, UniCode, stb.), de a kulcs és jellemzsi
(pl. a hasznalt nyelv) alapjan egy sajat forditotabla is készithetd.

Amennyiben nem csak egy karakter, hanem egy hosszabb széveg a kulcs, akkor a karakterenként
kapott kodokbdl kell valamilyen moédszerrel egy szamot el6allitani. Ez jelentheti az igy kapott szdmok
Osszeadasat, helyiértékenkénti ,Osszeragasztésat”, helyiértéktdl fliiggen sulyozott Osszeadasat, stb.

Univerzalis hasitasi technika

Az el6z6leg megismert modszerek gyakorlati hasznalhatosaga (kulcsiitkozések gyakorisdga) nagyban fligg
a paraméterek megvélasztasdnak modjatol. Bar a hasito tablazatok altalanos esetben nagyon gyorsan
tudjak végrehajtani az alapmiiveleket, a helyteleniil megvalasztott paraméterekkel ez jelentésen leromlik.
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Ez a legrosszabb eset fordulhat el példaul akkor, ha az 0szté modszernél olyan m paramétert hatarozunk
meg, amivel minden kulcs oszthato.

Ez ellen egy hatdsos moddszer az univerzalis hasitési technika, ami azt jelenti, hogy a hasitéfiigg-
vényt a kulcsoktdl fiiggetleniil véletleniil valasztjuk ki, példaul az oszté modszernél az m paramétert egy
intervallumbol valasztjuk ki véletlenszertien. Az atlagos esetet ez nem befolyésolja, viszont segithet elke-
riilni a legrosszabb esetet, ami el6fordulhat egyszerien véletlen folytéan is, de akir tudatos tamadésként
is (ismerve a hasitofiiggvényiink paramétereit, valaki szandékosan olyan kulcsokat adhat, amelyek sok
kulcsiitkozést generalnak). Néha persze el6fordulhat, hogy a véletlen szam pont ,eltaldlja” a legrosszabb
esetet, de a program kovetkezd futtatdsakor mér masik értékkel, jol fog mikodni.

Osszetett kulcsok

Bizonyos esetekben az eltarolni kivant tipus Osszetett kulcsokkal rendelkezik (pl. egy héziallat esetében
a kulcs lehet a gazda személyi igazolvany szama, az éallat neve és sziiletési datuma). Az, hogy az ilyen
Osszetett kulcsokat hogyan lehet felhasznalni egy hasit6 tablazatnal, mindig egyedi megfontolast igényel.
Azt mindenesetre célszerii betartani, hogy az Gsszetett kulcs minden eleme jelenjen meg a kulcsgeneralas
Soran.

Az egyik lehetGség a kulcs komponensek kiilon-kiilon hasitasa (akar kiilonbozs fiiggvényekkel), majd
az igy kapott értékek Osszegzése. Egy masik jol hasznalhaté modszer, ha az Osszetett kulcs elemeit
egyszeriien egymas mogeé irjuk, és az igy kapott adatsort egy nagyméretii binaris szamként fogjuk fel,
amire mar az eddig megismert hasitéfiiggvény implementécidk egyszertien alkalmazhatok.
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3.4. Kulcsutkozések kezelése

A hasitofiiggvények helyes megvalasztdsanak modjahoz hasonléan minden hasité tablazatnal ki kell ala-
kitani egy modszert a kulcsiitkozések kezelésére. A kulcsitkozés alatt azt értjik, ha két kiilonbozs
kuleshoz a hasitofliggvény ugyanazt az indexet rendeli, tehat a taroldshoz hasznalt tomb egy cellajaban
két elemet is el kellene tudnunk téarolni, ami nem lehetséges. Az el6zéekben méar belattuk, hogy addig,
amig a kulcshalmaz nagyobb, mint az indexhalmaz, addig kulcsiitkézésekkel mindig szdmolnunk kell.
Habéar ugy préobaljuk megvalasztani a hasitofiiggvényt, hogy minél kevesebb iitkozést okozzon, de ezek
barmilyen ritkan fordulnak is el§, mi egyetlen {itkdzés miatti adatvesztést se engedhetiink meg, igy min-
denképpen foglalkoznunk kell ezzel a kérdéssel. A kulcsiitkozést tehat ne  hibaként” képzeljiik el, hanem
ez egyszertien a hasité tabla adatszerkezet velejardja, amit valamilyen formaban kezelniink kell.

( Megjegyzés w

Ne zavarjon meg minket a némileg félreérthet ,kulcsiitkozés” megnevezés. Ez nem azt

tuk), hanem azt jelenti, hogy két kiilonb6z6 kulcst elemet a hasitofiiggvény ugyanahhoz
az indexhez rendel.

Természetesen a kulcsilitkozést is tetszéleges modszerekkel lehet kezelni, az aldbbiakban csupan o6t-
letadoként mutatunk be néhany nevezetes modszert.

3.4.1. Trlcesordulasi teriilet

Az egyik legegyszertibb megvaldsitis, amely a hasitd tablazatot tartalmazo tombon tal egy tovabbi
adatszerkezetet is hasznal. Mkodése megegyezik az eddig megismerttel, azonban azokban az esetekben,
ahol egy hasitas kulcsiitkozéssel jar (tehat egy 1j elem beszirasa esetén a hasitofiiggvény altal kiszamolt
indexti résben méar van egy elem), az 1j elemet egyszertien elhelyezi ebben a ttulcsordulési teriiletben.
Ertelemszertien ennek megfelelsen modositani kell a keresést is, illetve a torlést is.

Beszuras

A beszurast mutatja be a 3.1. algoritmus. A paraméterként kapott beszirando elem kulcséara lefuttatjuk
a hasitofiiggvényt, ez alapjan megkapjuk az indexet, hogy hova kellene elhelyezni azt a tombben. A
kovetkez6 sorban kovetkezik az ellenérzés, hogy ez a hely még szabad-e. Ha igen, akkor ide bemasoljuk

nem foglalkozunk, lehet ez is egy tomb, egy lancolt lista (lasd 4. fejezet), stb.

Keresés

A keresést soran is figyelembe kell venniink a tulcsordulési teriileten 1évg elemeket (3.2. algoritmus).
A keresett elem itt mar nem biztos, hogy benne lesz az A tOombben, ezért tobbféle lehetdséget kell
kezelniink. Lathato, a hasitofiiggvény meghivasat kovetSen (tehat miutan megtudjuk, hogy hol kellene
lennie az elemnek a tombben) a feltételrendszer a kovetkezs lehetGségeket vizsgélja at:

e Ha a tomb ¢ indexii eleme nem iires, akkor megvizsgaljuk ennek a kulcsat. Ha a keresett kulcsot
talaljuk itt, akkor megtalaltuk a keresett elemet.

e Minden egyéb esetben (ha az i indext hely iires, vagy ott éppen egy mésik elem van), akkor meg kell
nézniink a tilcsordulési teriiletet is. Ha az ottani keress eljaras igazat ad vissza, akkor kiolvassuk

e Ha a tulcsordulési teriileten se talaljuk a keresett kulcsot, akkor jelezziik, hogy ilyen elem nincs.
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3.1. Algoritmus Beszuras ttlcsordulasi teriilettel

Bemenet: A - (K,T) tomb, h - fiiggény, kulcs - K, érték - T
Kimenet: A - (K,T) témb

1: eljaras BEszURAS(cimszerint A : (K, T) tomb, h: fiiggény, kulcs : K, érték : T)
2 1 < h(kulcs)

3 ha A[i].kulcs = ¢ akkor

4 Ali].kules < kulcs

5: Ali).tart + érték

6 kiilonben

7 TULCSODULASITERULETBESZUR(kulcs, érték)

8 elagazas vége

9: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények
e h: A valasztott hasitofiiggvény.
e A: A hasité tablazat altal hasznalt tomb, amiben az elemeket taroljuk.
o ¢érték: A beszirandé érték.
e kulcs: A beszurando kulcs.
e TULCSODULASITERULETBESZUR(elem : T): Beszur egy 4j elemet a ttlcsordulasi teriiletre.

Torlés

A torlés az elem helyétdl fiiggSen torténhet a tombbdl, vagy a tilcsordulési teriiletbdl is. Lathato, hogy
maga a torlés kddja nagyrészt megegyezik a keresés kodjaval, hiszen itt is azt kell elGszor tisztaznunk,
hogy a keresett kulcs benne van-e az adatszerkezetben, és ha igen, akkor hol? Ezt kovetSen méar csak a
megfelel§ helyrsl torolniink kell az elemet.

A torlést mutatja be a 3.3. algoritmus.

a Megjegyzés D

Valamivel optimalisabbnak tiinhet egy olyan megoldés készitése, ahol a torlés azon eseté-
ben, ha az A témbbdl torliink az ¢ indexd helyrél, atmaéasolja ide a tulcsordulési teriileten
esetleg meglévd els6 olyan elemet, amelyiknek szintén az A[i] helyen kellene lennie. Ez-
zel gyorsithat6 lenne a keresés, hiszen az A[i] = @ esetben mar nem is kell megnézniink
a tulcsordulasi teriiletet, hiszen biztos, hogy nincs adott kulcsi elemiink. A megoldas
egyetlen hatranya, hogy a torlésnél kell hozzéa egy olyan miivelet, ami megtalalja a tul-
csordulési teriileten azokat az elemeket, amelyek kulcsai ,ugyanoda képezdnek le” (és ez
nem Osszekeverendd azzal, hogy azonos a kulcs), és mi ilyen miiveletet nem irtunk eld.
kDe hatékonységi okokbol célszertd lehet a bevezetése. )

A médszer értékelése

A modszer els6 ranézésre nem tiinik hatékonynak, hiszen a ttlcsordulasi teriileten valé munka meglehe-
tésen erdforras-igényes. Erdemes azonban figyelembe venni, hogy idedlis esetben egy jol megvalasztott
hasitofiiggvény mar eleve kevés kulesiitkozést fog produkalni, igy remélhetéleg kevés elemmel kell majd
a tulcsordulési teriileten dolgozni. Nagy adatmennyiség esetén itt is célszerd valamilyen optimalizalt
megoldéast keresni.

3.4.2. Lancolas hasznilata

Ebben az esetben egy lancolt lista nevii adatszerkezetet hasznalhatunk az adatok tarolasara (lasd 4. fe-
jezet). A hasitofiiggveény kiszamitdsa azonos az eddig tanultakkal, ennek eredményeképpen kapunk egy
indexet. Az elemeket azonban nem kiozvetleniil a tdmbbe helyezziik el az A[i] résbe, ott ugyanis csak egy
lancolt lista feje van, hanem ebbe a listdba kell felvenni az elemet.

Ennek megfelelgen a kiilonféle miiveletek.

e Beszuras: Az A[h(k)] helyen indulé lancolt listdba beszarjuk az 4j elemet.
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3.2. Algoritmus Keresés tilcsordulési teriilettel

Bemenet: A - (K,T) tomb, h - fiiggény, kulcs - K
Kimenet: elem - T (a megadott kulcsi elem)

1: fliggvény KERESES(A : (K, T) tomb, h: fiiggény, kulcs : K)
2 i < h(kulcs)

3 ha A[i].kules = kulcs akkor

4: vissza Ali].tart

5: kiilonben
6

7

8

9

ha TULCSODULASITERULETKERES(kulcs) akkor
elem < TULCSODULASITERULETOLVAS(kulcs)
vissza elem

kiil6nben
10: hiba ” Nincs ilyen kulcs”
11: elagazas vége
12: elagazas vége

13: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e h: A valasztott hasitofiiggvény.
A: A hasité tadblazat altal hasznalt tomb, amiben az elemeket téroljuk.
kulcs: A keresett kulcs.
TULCSORDULASITERULETKERES (kulcs : K) : logikai: Visszatérési értéke egy logikai érték, hogy a
megadott kulcsii elem benne van-e a tilcsordulési teriiletben.
o TULCSORDULASITERULETOLVAS(kulcs : K) : T: Visszaadja a paraméterként atadott kulcsa elemet
a tulcsordulési teriiletrol.

o Keresés: Az A[h(k)] helyen indulo lancolt listabol megkeressiik az adott kulcsu elemet.

e Torlés: Az A[h(k)] helyen induld lancolt listabol toroljiik az adott kulcst elemet.

A sziikséges algoritmusokat a 4. fejezet tartalmazza.

A médszer értékelése

Ez a megoldas sok szempontol idedlis lehet, f6leg azért, mivel igy ki tudjuk hasznélni a lancolt lista
dinamikus mivoltat (vagyis a mérete futasidében valtozhat, attol fiiggSen, hogy éppen hany elemet
kell ténylegesen eltarolnunk). Amennyiben a kulcsok egyenletesen helyezkednek el, akkor a keresés se
lesz drasztikusan rosszabb, hiszen idedlis esetben az egyes lancolt listdkban csak néhany 1épést kell
megtenniink, ellentétben a tulcsordulasi teriilettel, ahol egy helyen gytjtjik az Gsszes kulcsiitkozést
okoz6 elemet.

Hatranyként azt érdemes megjegyezni, hogy a lancolt lista helyfoglaldsa nagyobb mint egy hagyoma-
nyos témbbé, mivel minden lista elemnél el kell tarolnunk a kovetkezd listaclem cimét is.

3.4.3. Nyilt cimzés

Beszuras

A nyilt cimzés Gtlete az, hogy abban az esetben, ha latjuk, hogy a beszirandé elem kulcsahoz tartozoé in-
dex teriilet méar foglalt az tombben, akkor valamilyen szabalyos médon elkezdiink egy 1j teriiletet keresni.
Példéaul a hasitéfiiggvény éaltal visszaadott k. rés méar foglalt, akkor megpréobalhatjuk a k41, k42, ...
cellakat is megvizsgalni (ligyelve persze arra, hogy a tomb tulcimzése esetén az els6 indextdl folytassuk
a keresést). Mindezt addig folytatjuk, amig nem talalunk egy iires (vagy torolt, erre még visszatériink)
poziciot, ide elhelyezziik a besztrandé elemet (3.4. algoritmus). Maésik lehet&ség, ha a tomb minden
elemét atnéztiik, és nincs szabad hely, ilyenkor hibat jelziink.

Ehhez bevezethetiink egy méasodik paramétert a hasit6 fiiggvénynél, amely a probalkozasok szamét
mutatja. Erre mutat példat a 3.7. egyenlet, ahol az egyparaméteres h fiiggvény egy hagyomanyos hasito
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3.3. Algoritmus Torlés tilcsordulési teriilettel

Bemenet: A - (K,T) tomb, h - fiiggény, kulcs - K
Kimenet: A - (K,T) témb

1: eljaras TORLES(cimszerint A : (K, T) témb, h: fiiggény, kulcs : K)
2 i < h(kulcs)

3 ha A[i].kules = kulcs akkor

4 Ali].kules <+ o

5: kiilonben
6

7

8

ha TULCSODULASITERULETKERES(kulcs) akkor
TULCSODULASITERULETTOROL(kulcs)
elagazas vége
9: elagazas vége
10: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények

e h: A valasztott hasitofiiggvény.

e A: A hasité tablazat altal hasznalt tomb, amiben az elemeket taroljuk.

e kulcs: A torlends kulcs.

e TULCSORDULASITERULETKERES(kulcs : K) : logikai: Visszatérési értéke egy logikai érték, hogy a
megadott kulcsi elem benne van-e a tilcsordulési teriiletben.
TULCSORDULASITERULETTOROL (kules : K): Torli a paraméterként atadott kulcst elemet a tal-
csordulési teriiletrdl.

fliggvény, a kétparaméteres a kulcsiitkozést is kezeld kibdvitett véltozat, a k a kulcs, a j a probalkozés
szdma, az m pedig a tomb mérete.

h(k,j7) : (h(k) 4+ j) mod m (3.7

A megoldas hatranya, hogy néha az egyébként kulcsiitkdzést nem okozo elemeket se tudjuk berakni
a helyiikre, mert azt mar el6z6leg elfoglalta egy, a kulcsiitkdzés miatt az eredeti helyérdl elcsiusztatott
elem.

Keresés

Természetesen fontos, hogy a keresést is ennek megfelelGen modositsuk, tehat ha a hasitofiiggvény altal
visszaadott . résben nem azt talaljuk, amit val6jaban kerestiink, akkor az el6z6h6z hasonlé moédon
ilyenkor is meg kell vizsgalnunk a kovetkezs cellakat. Addig haladunk, a beszirashoz hasonlé médon,
amig mas elemek altal elfoglalt, vagy pedig toroltnek jelolt helyet talalunk (3.5. algoritmus). Ezt még
ki kell ki kell egésziteni egy ellen6rzéssel, hogy teljesen kitoltott, de a keresett kulcsot nem tartalmazo
témbben ne keriiljon végtelen ciklusba.

Torlés

A pszeudokodban is lathato, hogy be kellett vezetniink a mér meglévds lires (@) mellett egy 1j, torolt (®)
jelolést. Ennek szerepe a torlés alapjan érthetd meg. A torlés egyébként egészen hasonld, mint a keresés,
csak a végén nem visszaadja a megtalalt elemet, hanem beallitja azt toroltként (3.6. algoritmus).

Azért lényeges, hogy ne iires értéket adjon, mivel elképzelhets, hogy elGzéleg volt olyan beszuras,
aminek elvileg a most t6rolt elem helyére kellett volna elhelyeznie az elemet, de a foglalt rések miatt csak
a torolt utan tudta azt elmenteni. Viszont ha most a torolt cellat iiresnek allitanank be, akkor a keresés
itt mindig megéallna, igy nem talalnd meg ezt az elemet.

( Megjegyzés w

Nem biztos, hogy a torolt jelet az elemekkel azonos tipussal meg tudjuk valésitani. Ilyen-
kor egyszerten felvehetiink egy logikai tombdt a hasité tabldzatban, ami azt jelzi, hogy
megadott rés torolt-e.
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3.4. Algoritmus Beszuras nyilt cimzéssel

Bemenet: A - (K,T) tomb, h - fiiggény, kulcs - K, érték - T
Kimenet: A - (K,T) témb
1: eljaras BEszURAs(cimszerint A : (K, T) tomb, h: fiiggény, kulcs : K, érték: T)
j«0
ciklus amig j < m A A[h(kulcs, j)].kules # o A A[h(kules, j)].kules # &
j<—j3+1
ciklus vége
ha ;7 < m akkor
Alh(kules, j)].kules + kules
Alh(kulces, j)].tart « érték
kiilonben
hiba "Nincs hely"
11: elagazas vége
12: eljaras vége

© X TP DN

H
@

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e h: A valasztott hasitofiiggvény.
A: A hasité tablazat altal hasznalt tomb, amiben az elemeket taroljuk.
érték: A beszturando érték.
kules: A beszirandé kulcs.
m: Az A tomb mérete.
®: Speciilis jel, amivel a torolt allapotot jeloljiik.

3.5. Algoritmus Keresés nyilt cimzéssel

Bemenet: A - (K,T) tomb, h - fiiggény, kulcs - K
Kimenet: elem - T (a megadott kulcsi elem)

1: fiiggvény KERESES(A : (K, T) tomb, h: fiiggény, kulcs : K)

2: 7«0

3 ciklus amig j < m A A[h(kulcs, j)].kules # o A A[h(kulces, j)].kules # kules
4: j—i+1

5: ciklus vége

6 ha j < m A Alh(kules, j)].kulcs # ¢ akkor

7 vissza A[h(kulcs, j)].tart

8 kiilénben

9 hiba "Nincs ilyen kulcs"

10: elagazas vége

11: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e h: A valasztott hasitofiiggvény.
A: A hasit6 tablazat altal hasznalt tomb, amiben az elemeket taroljuk.
m: Az A témb mérete.
kules: A keresett kulcs.
®: Speciilis jel, amivel a torolt allapotot jeloljiik.
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3.6. Algoritmus Torlés nyilt cimzéssel

Bemenet: A - (K,T) tomb, h - fiiggény, kulcs - K
Kimenet: A - (K,T) témb

1: eljaras TORLES(cimszerint A : (K, T) témb, h: fiiggény, kulcs : K)

2: 7+0

3 ciklus amig j < m A A[h(kules, j)].kules # o A A[h(kules, j)].kules # kules
4: j—J+1

5: ciklus vége

6 ha j < m A Alh(kulcs, j)].kulcs # ¢ akkor

7 Alh(kules, j)].kules + ®

8 kiilonben

9: hiba "Nincs ilyen kulcs"

10: elagazas vége

11: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e h: A valasztott hasitofiiggvény.
e A: A hasito tablazat altal hasznalt tomb, amiben az elemeket taroljuk.
m: Az A témb mérete.
kules: A torlendd kulcs.
®: Speciélis jel, amivel a torolt allapotot jeloljiik.

Kiprobalasi stratégiak
Az elgbb emlitett modszer, hogy az egymas utani elemeket vizsgaljuk meglehetsen egyszert volt. Emel-

lett azonban tobbféle stratégiat alkalmazhatunk arra, hogy hogyan hatarozzuk meg az egymas utén
vizsgalando celldkat:

e Lineéris préba:
h(k,7) : (h(k) + zj) mod m (3.8)

Ahol z egy tetsz6leges konstans, a j pedig a probélkozasok szama (0-tol kezdve). Ezt mutatja
be a bevezetSben szerepls példa is z = 1 valasztassal (bar magat a képletet ott nem lathatjuk
igy egyben, hiszen egyesével novelgetés esetén felesleges lenne minden esetben djra kiszamolni
a h(k) értéket), tehat a szabad helyek keresése kizben mindig a kovetkezs réseket kezdjiik el
nézegetni. Erdemes észrevenni a maradékos osztas szerepét, ezzel biztositjuk azt, hogy ha esetleg
mér tilcimeznénk a témbot, akkor a fliggvény visszatérési értéke vissza fog ugrani 0-ra. Hatranya,
hogy gyakran csoportosulashoz vezet (clustering), amikor egyre hosszabb telitett szakaszok jonnek
létre a tombben, és ide egyre nehezebb lesz beilleszteni elemeket. Tovabb neheziti a helyzetet, hogy
a torlések sem segitenek a sebesség novekedésben, hiszen a keresés a torolt elemeken is mindig tul
fog 1épni. Természetesen nem csak 1-el novelhetjiik az értéket, de az eredmény mas esetekben is
hasonlo lesz.

e Négyzetes proba:
h(k,j) : (h(k) 4 217 + 225%) mod m (3.9)

Ahol z; és z9 tetszOleges konstansok, a j pedig a probalkozasok szdma (0-tol kezdve). Tehat
minden probalkozassal egyre nagyobb tévolsagokban keresiink 1j szabad rést, ami j6 hatéassal van
a csoportosulasra (ebben az esetben kevésbé, illetve més jelleggel jelentkezik).

Ezeken tul természetesen tetszéleges fiiggvény hasznalhato a kovetkezs elem indexének meghatéro-
zéasara.

A médszer értékelése

A modszer egyik nagy elénye az egyszertisége, illetve az, hogy nem igényel kiilénb6zé kiilsé adatszerke-
zeteket a kulcsiitkdzésben érintett elemek taroldsadhoz. Ez azt is eredményezi, hogy a hasité tablazatunk
tarhelyét jobban ki tudjuk hasznélni még kulcsiitkozések esetén is. A hatranya az, hogy nagyszamu
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kulcsiitkozés soran az elemek elkezdenek eltavolodni a nekik szant helyekrdl és ez lelassithatja a keresési
muveletet.

3.4.4. To6bbszoros hasitas

A t6bbszoros hasitas egy altalanosan jol hasznélhato technika. Lényege az, hogy nem egy darab, ha-
nem ketts, vagy akar tetszéleges szamu hasito fiiggvénnyel probaljuk meg a hasitast (legyenek ezek
hi,h2,...,hy). Amennyiben a hj-edik fiiggvény egy olyan indexet adott vissza, ahol mar van elem a
témbben, akkor egyszertien megprobaljuk a hasitast a h;41-edik fiiggvénnyel.

Nem kell feltétleniil egymastol teljesen kiilonb6z6 hasitofiiggvényekre gondolni, egyszertien megold-
hat6 az is, hogy mindig ugyanazt a hasitéfiiggvényt hasznaljuk, csak kiilonboz8 paraméterekkel. Tehat
pl. a szorzé modszer esetében az el6zéleg hasznalt Y szorzé konstans lehet a probalkozasok szaménak
(j) a fiiggvénye:

hj(k) : Kozepe™ (Y % j x j * k) (3.10)

A keresésnek nyilvanvaloan ugyanezt az utat kell bejarnia, tehéat az egymast kovets hasitofiiggvényeket
addig kell egymas utén alkalmazni, amig valamelyikkel meg nem talaljuk a keresett elemet (vagy el nem
tudjuk donteni, hogy az biztosan nincs benne a hasité tablazatban).

A médszer értékelése

A besztiras/keresés/torlés pszeudokodokat kiilon nem tekintjiik at, az alapelv teljesen megegyezik a nyilt
cimzésnél. S6t, magat a tobbszoros hasitast tekinthetjiik akar a nyilt cimzés egy alvéiltozatanak is. Csak
annyi a kiilénbség, hogy nem egy egyszerd Osszeadéssal véltoztatjuk folyamatosan a vizsgalt indexet,
hanem mindig az ujabb hasitofiiggvény meghivasaval kapjuk meg a kovetkezs vizsgalando cimet.
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4. fejezet

Lancolt lista

4.1. Lancolt listak felépitése

4.1.1. Lista elemeinek szerkezete

Az el6zoleg megismert tomb és hasité tablazatok utin megkezdjiik a dinamikus adatszerkezetek vizs-
galatat. A dinamikus jelleg arra vonatkozik, hogy az adatszerkezet mérete futas kézben folyamatosan
valtozhat, Gj elemek beszirasa sordn novekszik, torlés esetén pedig csokken.

Ezek koziil a legegyszertibb adatszerkezet a ldncolt lista (linked list), amely egy olyan sorozat, amelyen
az els6 elemtdl kezd6dGen sorban lehet haladni [8]. Alapelve az, hogy az elemeket a memoridban nem
kozvetleniil egymas mellett taroljuk (mint a tombok esetében), hanem azok tetszdleges helyen helyezked-
hetnek el, a koztiik 1évé kapcsolatot pedig ugy valésitjuk meg, hogy mindegyik elem egy hivatkozast tarol
az Gt kovets elemre. A legelss elem ilyen szempontbdl specidlisnak tekinthetd, erre egy kiilsé hivatkozas
mutat.

A konkrét technikai megvalositas soran a listaelemeket dltaldban az aldbbi mezdk alkotjak:

e Tartalmi rész: Ez a rész tartalmazza magét, a listaelemben eltarolni kivant adatot. Nincs semmiféle
megkotésiink ennek tipuséra, lehet szam, széveg, vagy akar tetszéleges objektum tipus is. Azt
altalaban kikdtjiik, hogy az egyes listaelemek mind azonos tipust adatokat tartalmazzanak, de
OOP kornyezetben persze erre sincs feltétleniil sziikség. A példakban ezt a mezét mindig tart
néven fogjuk hasznalni, tipusat pedig T-vel fogjuk jel6lni.

e Kovetkezs hivatkozas rész: A lista minden eleme tartalmaz egy hivatkozéast a listdban rékovetkezs
elemre. A legels elemtdl elindulva igy (kozvetve, a kozbiils§ elemeken keresztiil) elérhetjiik a
lista barmelyik elemét. A mez§ tipusa a lista megvaldsitasatol fiiggéen tobbféle lehet, erre még a
kés6bbi, implementacios résznél visszatériink (addig is a legegyszertibb a lista elemeit objektumként,
a kovetkez6 mez6t pedig objektum referenciaként felfogni). A példakban ezt a mezdt mindig kdv
néven fogjuk hasznalni, tipusat pedig M-el fogjuk jel6lni.

e Megjegyzés D

Mind az el6z6 hasité tdblazatnal, mind pedig a kés6bb targyalt faknal megjelenik a mar
megismert kulcs mez6, ami a térolds/keresés soran alapvets fontossédgi. Természetesen a
lancolt listat is kiegészithetjiik egy kulcs mezével, a szakirodalomban azonban ez altalaban
nem szokés, emiatt ezt mi sem tessziik (ennek az oka taldn az, amit majd késébb latni
\fogunk, hogy a lancolt listak a keresés szempontjabol elég rosszul teljesitenek). )

A legelss elemre is kell rendelkezniink egy hivatkozassal, ez egy kiilsé hivatkozas kell, hogy legyen, a
példakban ezt mindig fej valtozdval fogjuk jelolni. A lista legutolséd eleme szintén speciélisnak tekinthetd,
hiszen a kév hivatkozas itt méar nem tud egy valéban létezé elemre mutatni. Emiatt ebbe a mezsbe
mindig egy @-al jelolt specialis lezar6 értéket helyeziink (ennek tényleges értékét szintén késbb, az
implementacioval foglalkozo fejezetben vizsgaljuk).
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4.1. dbra. Lancolt lista példa. Az eltarolt elemek: 2, 15, 32, 16, 31, 40.

Kiilon érdemes foglalkozni az iires listakkal. Ezeket mindig ugy fogjuk értelmezni, hogy a fej valtozd
tartalma mér eleve a @ lezar6 elem. Ezt nem tekintjiikk hibanak, ezzel csak azt jeldljik, hogy a lista
ugyan létezik, de éppen nincsenek benne elemek.

A 4.1. dbra mutat egy minta lancolt listat. Lathatd, hogy a fej mutatd a 2-es tartalmid elemre
mutat, ezt tekintjiik a lista elsG elemének. Ennek a tartalma "2", a kév mezGje pedig a 15-6s tartalmua
elemre hivatkozik. Amennyiben a kdév mezSket kovetjiik, akkor kialakul a lancolt listaban tarolt elemek
sorrendje: 2, 15, 32, 16, 31, 40.

A lancolt lista szamos elénnyel rendelkezik a hagyoményos témbben valé taroldssal szemben:

e Meérete valtoztathato: A tomb egyik legnagyobb hatréanya az volt, hogy méar létrehozésakor meg
kellett hatarozni a méretét, és a késGbbiekben ez nem valtoztathato. A lancolt lista esetében
ilyen problémank nincs, mivel a dinamikus megvaldsitdsokban az egyes elemek egymastol fiiggetlen
objektumokként léteznek, igy barmikor felvehetiink egy djat, vagy akar torélhetiink is egyet, csak
arra kell {igyelni, hogy a kdv mutatokon keresztiil végigjart it mindig pontosan a lista elemeit
tartalmazza.

e Nem igényel Gsszefiigeé memoriateriiletet: Bar napjainkban ez kevésbé okoz problémékat, de érde-
mes megjegyezni, hogy a tomb (felépitésébsl adodoédan) mindig egy Osszefiiggs memoriateriileten
helyezkedik el. A lista elemei a memoridban barhol lehetnek szétszorva, azok egyméshoz valo ko-
zelsége, illetve sorrendje lényegtelen, hiszen ugyis csak a kdv mutatdk hatarozzdk meg az elemek
logikai sorrendjét. Ezzel elkeriiljiik azt a futasidében jelentkezd jelenséget, amikor van még ugyan
elég szabad hely a memoridban, de ez nem 6sszefiiggs, igy nem tudunk létrehozni megfelel6 méretd
témbot.

e Gyorsabb modositas: A tombdk esetén az 0j elem beszirasa és az elemek torlése meglehetGsen
erdforras-igényes mivelet. Az el6bbi esetben ugyanis (ha a tomb kézepébe szirunk be), akkor
héatrébb kell tolni a moégotte 1évs elemeket, és ehhez hasonléan a torléskor is el6re kell hazni a
torolt mogotti elemeket. A késébbiekben részletesen megvizsgaljuk a lista modositési miveleteket,
de talan a felépitésébdl is lathatd, hogy ezek a miveletek joval egyszertibbek lesznek, hiszen az
elemek tényleges mozgatasa nélkiil, csak a kdév mezdk lokalis modositasaval kénnyen tudjuk az 4j
elemeket belancolni, illetve a torlend6 elemeket kilancolni a listabol. Mivel ezek a miiveletek nem
érintik a teljes listat, csak a modositando elem kozvetlen kornyezetét, igy ezek 1épésszama fiiggetlen
az elemszamtol, konstans idében megvaldsithatok.

A lancolt lista persze néhany hatrannyal is jar:

e Nagyobb helyfoglalds: Minden listaelemben a tényleges eltarolt adattartalom mellett tarolnunk
kell egy Gjabb mutatot is, ami a kovetkezd elemre mutat. Amennyiben az adattartalom csak egy
egyszeri szam, akkor ez akar a tarigény duplazodasat is jelentheti.

e Kozvetlen elérés (véletlen elérés) hidnya: A tomb elemei mindig kozvetleniil egymés mellett helyez-
kednek el a memoéridban, igy barmikor kiszdmithaté egy elem kezdGcime. A lancolt lista elemei
azonban tetszéleges helyeken szétszorva lehetnek a memoridban, igy itt ilyen lehetGség nincs. Az
n. elemet csak tgy tudjuk elérni, ha az els6 elemtdl elindulva (n — 1) darab lépésen keresztiil
kovetjiik a kév mezdk altal megadott ttvonalat. Ez jelents hatranyt jelent azoknél az algoritmu-
soknal, amelyeknél kozvetleniil szeretnénk elérni az adatszerkezet belss elemeit (pl. logaritmikus
keresés), ezek a lancolt listaval csak nagyon nehézkesen valésithatok meg (és ezzel gyakran az egész
algoritmus értelmét veszti).

Az el6nyok és hatranyok figyelembevételével elmondhatd, hogy a lancolt listdk a gyakorlatban jol
hasznalhatok olyan kornyezetekben, ahol nagy mennyiségii adatot kell eltarolnunk, és az adatszerkezetet
gyakran kell modositanunk (elemek torlése, 0j elemek felvétele), viszont nincs sziikségiink a belss elemek
kozvetlen elérésére. Az eddig tanult programozasi tételek alapjan ez utobbi meglehetGsen hatranyos
korlatnak ttinik, hiszen ott folyamatosan tomb indexeléssel dolgoztunk, azonban érdemes atgondolni,
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hogy a tanult algoritmusok jelentGs része (tipikusan azok, amelyeknél a ciklus az elemeket egyesével
vizsgalja meg 1-t6l az elemszamig) egyszertien modosithato gy, hogy lancolt listakkal is hatékonyan
miik6djon.
A lancolt listaknak szamos valtozata ismert, az alabbiak szerint:
e Iranyitottsidg alapjan
— Egyiranyt lancolt lista: Minden lista elem csak a kovetkezs elemre tartalmaz hivatkozéast.
Erre mutat példat a 4.1. abra.
— Kétiranyu lancolt lista: Minden lista elem a kovetkezd mellett az el6zd elemre is tartalmaz
hivatkozést (4.5.1. alfejezet).
e Lancolasok szama alapjan
— Egyszeresen lancolt (méasnéven egyszert) lancolt lista: A lista a benne 1évé elemeknek egy
sorrendjét tartalmazza (4.2. alfejezet).
— Tobbszorosen lancolt lista: A lista nem csak egy, hanem tobb sorrendet is tartalmaz (4.5.2.

alfejezet).

Emellett még léteznek kiilonféle specializalt listdk, mint példaul a rendezett (4.3. alfejezet) vagy
ciklikus (4.5.3. alfejezet) listak, illetve kiegészitG technikdk, mint példaul a strazsa elemek hasznélata
(4.4.2. alfejezet).
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4.2. Egyiranyu, egyszeri lancolt lista alapmiiveletei

4.2.1. Inicializalas

Az el6z6ekben lathattuk a lancolt listak alapvets felépitését. Az iires listdnak azt tekintettiik, amikor
a lista fej elemének értéke a specialis lezéaro jellel egyenls (@). Egy frissen létrehozott listanal biztosi-
tanunk kell ezt a tulajdonsagot, ezt valositja meg a 4.1. algoritmus. Egy még inicializalatlan valtozot
paraméterként atadva, beallitja a kezdGértéket a fej valtozonak (egy mér meglévs lista esetén nem cél-
szerd meghivni, mivel az elemeket ezzel nem szabaditottuk fel, azonban ezt kévetGen mar nem tudjuk
Sket elérni az elsg elemre valo hivatkozas nélkiil).

Erdemes kiemelni az algoritmusban hasznalt cimszerinti paraméteratadas fontossagat. Ertékszerinti
paraméteratadas esetében hidba valtoztatndnk meg a fej paraméter értékét, az nem lenne hatassal a
hivaskor atadott véltozo értékére. A cimszerinti paraméteratadas azonban biztositja, hogy az atadott
(még inicializalatlan) listafej valoban felvegye a sziikséges @ értéket.

A késsbbiekben bemutatott algoritmusok sordn mindig feltételezziik, hogy a lancolt lista inicializalva
lett, tehat a fej vagy az els elemre mutat, vagy iires lista esetén a @ értéket tarolja.

4.1. Algoritmus Lancolt lista inicializalasa
Bemenet: fej - M
Kimenet: fej - M
1: eljaras LISTAINICIALIZALAS(cimszerint fej : M)
2: fej—@o
3: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények
e fej: Lancolt lista feje.

4.2.2. Uj elem felvétele

Egy egyszert lancolt lista esetében (akarcsak a rendezetlen témboknél) nincs szabély arra, hogy az
eltarolt értékek milyen sorrendben jelenjenek meg a listiban. Az tjonnan elhelyezendd elemek esetében
tehét azt is tisztézni kell, hogy a listan beliil hova keriiljon ez az elem. Ennek megfelelGen tobbféle listaba
val6 beszurast is attekintiink.

Elsé elem elé beszuras

Tombok esetében az egyik leglassabban kivitelezheté mivelet a tomb legelsé eleme elé besziiras, hiszen
ilyenkor a tomb minden mar meglévs elemét eggyel hatrébb kell tolni (feltéve, ha meg szeretnénk tartani
az elemek sorrendjét). Az egyirdnyi, egyszerd lancolt listdk esetében azonban éppen ez a besziras
valésithato meg a legegyszeriibben (4.2. algoritmus).

Az algoritmus hivasakor két paramétert kell dtadnunk, a lista aktudlis fej elemét, illetve a besztrni
kivant tartalmat (tehat nem egy teljes listaelemet, csak annak leendd tartalmi részét). Els§ lépésként
létrehozunk egy 1j, iires listaelemet, ahol a tartalom mezének azonnal értékiil is adhatjuk a besztrni
kivant értéket.

Ezt koveti az 4j elem belancoléasa a listdba. Ezt végzik a 4. és 5 sorok. A jelenlegi els6 elem a beszuras
utan a masodik elem lesz kdzvetleniil a most beszirando elem mogott, ezért az erre hivatkozé fej értéket
eltaroljuk az 4j elem kdv mezGjében. Ezzel a beszirando 1j elem és az eddigi els§ elem méar megfelels
sorrendbe keriilnek.

A lista korabbi allapotatol fiiggGen két eset lehetséges:

e ElsG elem elé beszuras: Ebben az esetben (4.2. dbra) mar az elem beszirasa el6tt is voltak elemek a
lancolt listdban. Ez tekinthetd az altaldnos esetnek, ilyenkor az Gj elem a fent leirt médon tarolédik
el.

e ElsG elem felvétele: Ebben az esetben a besziris meghivasa el6tt még nem volt elem a listdban.
Az Gjonnan felvett elemet tehat nem egy mér meglévs elé kell felvenni, hanem ez az 1j elem lesz
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4.2. Algoritmus Lancolt lista elsG eleme elé beszuras
Bemenet: fej - M, érték - T
Kimenet: fej - M
1: eljaras LISTABABESZURASELEJERE(cimszerint fej : M, érték: T)
2 ij + LETREHOZ(M)
3 ij.tart < érték
4: Uuj.kov < fej
5
6:

fej « dj
eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e fej: Lancolt lista feje (ami esetleg meg is véltozhat).
e érték: Beszurandé tartalom.
e LETREHOZ(M) : M: Létrehoz egy M tipust elemet, ez a visszatérési értéke.

fej —| 15 40 | o fej§=40 4
1 1{- fej —| 1 > 15 40| 2
A A A
Uj uj uj
(a) Kételemd lista, és a létre- (b) Az 4jkév a fej-re mutat (¢) A fej az 1] elemre mutat

hozott ij elem

4.2. abra. Lancolt lista elejére beszuras. A példaban az "1" értéket szurjuk be a listaba.

a lista els6 (és egyben Osszes) eleme. Az algoritmus ebben az esetben is jol miikodik, jol lathato,
hogy az igy felvett 1j elem kdv mez8jébe ilyenkor a fej aktuéalis tartalma keriil, aminek (iires lista
lévén) az értéke @. Ez pedig helyes végeredmeény, hiszen az els§ elem egyben az utolso is, tehat a
lezar6 elemnek kell ide keriilnie.

Utols6é elem mogé beszuras

Az els6 elem elé beszuras hatékonynak tekinthetd, hiszen a lancolt lista méretétdl fiiggetleniil mindossze
két 1épést igényel az Gj elem belancolasa. A modszer egyik mellékhatasa azonban az, hogy az elemek a
listaban a besziras sorrendjével ellentétes sorrendben tarolédnak. Bizonyos feladatoknal ez nem jelent
hatranyt (pl. ahol a sorrend lényegtelen), mas esetekben viszont ez gondot jelenthet. Amennyiben
sziikséges, hogy a lista pont ugyanabban a sorrendben tarolja az elemeket, mint ahogy azokat elhelyeztiik
benne, akkor mindig a lista végére kell felvenni az 1j elemet.

A lista végére beszuras meglehetésen erdforras-igényes mivelet, ugyanis kiils¢ hivatkozassal csak a
lista els6 elemét érjiik el, az ezt kovet6khoz tovabbi 1épések sziikségesek. Az utolséd elem eléréséhez tehat
egyesével végig kell 1épkedniink a lista elemein, majd az utolsét megtaldlva, ott belancolhatjuk az tjat.
Ennek megfelelGen a 4.3. algoritmusban is jol elkiilonithets ez a két {6 1épés. A 4.3. dbra pedig egy példat
mutat a beszurasra.

Az algoritmus indulasakor azonnal létrehozhatjuk az elemet, illetve kit6lthetjiik a tart és a kév mezsk
tartalmét is, hiszen az elem a lista végére fog keriilni, igy ezek az értékek mindig a megadott tartalom,
illetve a ¢ értéket kapjak meg (még abban az esetben is, ha egy iires listdba szturjuk be az elemet, tehat
ez lesz az elsG és egyben utolso lancszem is).

Az 5. sorban talalhato ellendrzés azt vizsgalja meg, hogy van-e mar elem a listdban. A beldncolés
altaldnos esete azt jelentené, hogy megkeressiik a lista végét, majd az utols6 elem kév mezdjébe egy
hivatkozast helyeziink el az djonnan létrehozott elemre. Specidlis esetnek tekinthetjiik azt, ha iires
listdba akarunk beszarni, hiszen itt még egy elem sincs a listdban, amihez hozza lehetne fizni. Emiatt
ilyenkor a fej hivatkozast kell médositanunk, az igy lefuté beldncolas tulajdonképpen megegyezik a lista
elejére beszirasnal lathatoval.
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Amennyiben vannak elemek a listdban, akkor meg kell keresni ezek koziil az utols6t. Ehhez egy p
segédvaltozot hasznalunk, amelynek kezdeti értéke (8. sor) egy hivatkozés lesz a lista els6 elemére (mivel
az el6bb tisztaztuk, hogy a lista nem {ires, igy ez biztosan egy létezs elemre fog mutatni). Az ezt kovets
ciklus (9. sor) szerepe, hogy elkezd egyesével lépegetni a listaban, egészen addig, amig el nem jut az utolsé
elemig. A keresett elem jellegzetessége, hogy a kdv mezGjének értéke @ lesz, ez a listdban csak a legutolso
elemre lehet igaz. Emiatt a ciklus egészen addig fut, amig a p hivatkozéassal nem taldltuk meg ezt az
elemet. Amennyiben a kilépési feltételiink nem teljesiilt, akkor éppen a lista valamelyik belsé elemén
allunk. Ilyenkor a p valtozoval egyszeritien atléphetiink a kovetkezs elemre (10. sor). Ezt a technikat
a késGbbiekben még sokszor fogjuk latni, mivel ez az egyetlen moéd, hogy a lancolt lista belsé elemeit
feldolgozzuk.

Az egyiranyu egyszert lancolt listardl tanultaknak megfelelGen az el6zé ciklus el6bb-utébb véget ér,
és a kilépéskor a p éppen a lista utolso elemére hivatkozik (4.3c. dbra). Ezen a ponton az 1ij hivatkozik
az altalunk létrehozott 1) elemre, a p pedig a lista eddigi utolsé elemére. Az Gj elem beldncolasa itt méar
egyszertien megoldhato, csak az utolsé elem kv hivatkozasat kell atiranyitanunk az Gjonnan létrehozott
elemre (12. sor)

4.3. Algoritmus Lancolt lista utolsé elem mogé beszuras
Bemenet: fej - M, érték - T
Kimenet: fej - M
1: eljaras LISTABABESZURASVEGERE(cimszerint fej: M, érték : T)

2: ij < LETREHOZ(M)
3: Ug.tart < érték

4: Uj.kov <+ @

5: ha fej = ¢ akkor
6: fej « ij

7 kiilonben

8: p <+ fej

9: ciklus amig p.kév # @
10: p <+ p.kov

11: ciklus vége

12: p.kov g

13: elagazas vége

14: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e fej: Lancolt lista feje (ami esetleg meg is véltozhat).
o érték: Beszturandoé tartalom.
e LETREHOZ(M) : M: Létrehoz egy M tipust elemet, ez a visszatérési értéke.
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feg—1 > 15 > 40 | 2 feg —1 > 15 > 40| o
Iy Y
p p
(a) Keresés els6 lépése. (b) Keresés masodik lépése.
fej —| 1 > 15 > 40 [ fej —| 1 > 15 >40 | 2 23|90
A A A
p p Uj
(c) Keresés utolso lépése. Jelenleg a p (d) Uj elem létrehozésa (a pszeudokédban ezt mar
valtoz6 az utolsé elemre hivatkozik. az els6 lépésben megtettiik).
fej —1 15 > 40 23 |0
A A
p Uj

(e) Az 4j elem belancolasa az eddigi utolsé elem
mogé (amire a p hivatkozik).

4.3. abra. Lancolt lista végére beszuras. A példdban a 23 értéket szurjuk be a lista utolso eleme mogé.

Lista n. helyére beszuras

Ezt tekinthetjiik a belancolas altalanos esetének, amikor a lista két, mar meglévs eleme kozé kell elhe-
lyezniink egy 4j elemet. A feladatot itt is két részre bonthatjuk, el6szor meg kell keresniink a megfelels
elemeket, amelyek kozé az Gjat be kell majd sztarni, majd pedig ennek megfelelGen el kell végezni magéat
a belancolast.

A 4.4. algoritmus ennek egy lehetséges megvalositasat mutatja (a 4.4. abra pedig egy példat mutat
ennek miikddésére). Az els§ két sor itt is ugyanaz, mint az el6zGekben, hiszen ez biztos: létrehozzuk
az 1j elemet, és ebben elhelyezziik a beszurandé tartalmi értéket. Ezt koveti egy ellendrzés, mivel két
kiilénb6z6 esetet kell megkiilonboztetni:

e A lista elss helyére kell beszurnunk, ami két esetben fordulhat els: az n értékének 1-et adunk meg,
tehat az aktualis els6 elem elé kell beszturni, vagy pedig iires a lista, igy a beszart 4 elem (az
n értékétdl fliggetleniil) az elss lesz. A két eset abban hasonlit egyméshoz, hogy mindkét eset a
fej valtozo modositasaval jar (mivel a fej mindig az els6 elemre mutat, igy az els6 elem cseréje
értelemszerten ezt vonja magéval).

e A lista kozbiils6 vagy utolso helyére kell beszurnunk. Egy kozbiils helyre besztiras soran az el6z6
elem kdv mezGjének az Gj elemre kell majd mutatnia, mig az Gjonnan felvett elem kév mutatdjanak
az 6t kovetd elemre. Specidlis esetnek tinik a legutolsé elem mogé besziras, de az algoritmus
attekintése soran latni fogjuk, hogy ez nem igényel kiilon programagat.

A 4. sor felelgs a fent emlitett ellenGrzésért. A fej valtozd aktudlis értékébsl meg tudjuk hatarozni,
hogy a lista éppen iires-e, illetve az n értékébdl lathatd, hogy az elsé elem elé szeretnénk-e beszirni.
Amennyiben a ketts koziil barmelyik is igaz, akkor az 5. és a 6. sorok segitségével felvessziik az 0j elemet
a lista elejére (ezek tulajdonképpen megegyeznek a mar megismert, lista elejére valé beszuras lépéseivel).

Abban az esetben, ha egy belst elemet kell felvenniink, egy ciklussal meg kell keresni annak a helyét.
A lista végére beszurdsnal mar lathattuk, hogy hogyan tudunk egyesével lépkedni a listaban. A kiilonbség
pusztan annyi, hogy ebben az esetben nem kell egészen a lista végeéig eljutni, elég megtalalni az n. helyet
(ehhez a jelenlegi (n — 1). elemet kell megkeresniink, hiszen az Gjonnan felvett listaelemet majd ez utan
kell belancolni). A 10. sorban lathato ciklusfeltételek figyelik, hogy a ciklus csak addig fusson, amig nem
léptiink az utolso elem moge (ez csak abban az esetben fordulhat eld, ha a paraméterként dtadott n érték
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nagyobb, mint a listdban taladlhaté elemek szdma), vagy elértiik a sziikséges elemet. Az i segédvaltozd
minden tovabblépésnél eggyel névekszik, igy mindig azt mutatja, hogy éppen hanyadik elem eldtt allunk.

A ciklusbdl valo kilépést kovetGen megtorténik a belancolas (14-15. sor). Ennek két lépését mutatjak
a 4.4d. és 4.4e. abrék.

A legutolso elem mogé beszuras specidlis esetnek tiinik, de val6jadban a megadott algoritmus ezt
is kezeli. A ciklus megallitasakor a p ilyenkor a lista utols6 elemén &all. A 14. sor ennek megfelelGen
atmasolja a p.kdv mezbben talalhatoé ¢ értéket az j lista elembe, ami helyes, mivel valéban 6 lesz a lista
utols6 eleme. A p utén lancolas (15. sor) pedig mar hasonloan miikédik, mint az altalanos esetben.

4.4. Algoritmus Beszuras a lancolt lista n. helyére

Bemenet: fej - M, érték - T,n - egész
Kimenet: fej - M

1: eljaras LisTABABESZURASN (cimszerint fej : M, érték: T, n: egész)
2 ij < LETREHOZ(M)

3 Uj.tart < érték

4: ha (fej = o)V (n = 1) akkor

5: uj.kov < fej

6 fej  dij

7 kiilonben

8 p <+ fej

9: 14— 2
10: ciklus amig (p.kov # @) A (i < n)
11: p < p.kov
12: 1+ 1+1
13: ciklus vége
14: j.kdv < p.kov
15: p.kov <+ ij
16: elagazas vége

17: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények

e fej: Lancolt lista feje (ami esetleg meg is véltozhat).

o érték: Beszirand6 tartalom.

e n: Meghatirozza a beszirand6 elem helyét. A besziards utén az 4j elem az n. lesz a listaban
(amennyiben a beszuras el6tt nincs legalabb (n — 1) darab elem, akkor az utolso).
LETREHOZ(M) : M: Létrehoz egy M tipust elemet, ez a visszatérési értéke.
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feg—1 > 15 > 40 | 2 feg —1 > 15 > 40| o
Iy Y
p p
(a) Keresés els6 lépése (i = 2). (b) Kereseés masodik lépése (i = 3, ezért
a ciklus véget ért).
feg—{1 > 15 > 40| feg—{1 > 15 > 40 | 2
p 23 » 23 |
A A
ij (]
(c) Uj elem létrehozasa, a pszeudokod- (d) Az 4j elem hivatkozzon az eddigi n. elemre.

ban ezt mar az elsg lépésben megtettiik.

15

23

40 | @

Y
A
Y

fej =1

P 0

(e) A p altal jelolt elem hivatkozzon a létrehozott
4 elemre.

4.4. abra. Lancolt lista n. helyére beszturas. A példaban a 23 értéket szurjuk be a 3. elem elé.

4.2.3. Bejaras és keresés

Minden &ltalunk targyalt adatszerkezet esetében megvizsgaljuk annak bejarasi lehetGségeit. Bejaras
alatt értjiik azt a miiveletet, amelynek segitségével az adatszerkezet valamennyi elemét pontosan egyszer
elérjiik. Az elérés soran természetesen tetszéleges feldolgozasi miiveletekre is sziikség lehet, ez lehet
akar az elemek listazasa, akir az elemeken valamilyen egyéb miivelet elvégzése (pl. elemek Gsszegzése,
legkisebb elem megkeresése, stb.). A pontos miivelet szamunkra lényegtelen, mivel maga a bejaras
modszere minden esetben azonos lesz.

Lancolt lista bejarasa

Egyszert, egyirdnyu lancolt lista bejarasat mutatja be a 4.5. algoritmus (ennek megértését pedig a 4.5. ab-
ra segiti). A lancolt lista egyes elemeit nem tudjuk kozvetleniil elérni, mindegyikhez csak az el6z6 elemen
keresztiil rendelkeziink egy hivatkozassal, kivéve persze az els6 elemet, amelyre egy kiils6 hivatkozas
mutat. A bejaras alapelve ennek megfeleléen az, hogy elindulunk az els¢ elemtsl, majd egy ciklusba
szervezve feldolgozzuk az aktuélis elemet, és tovabblépiink a kovetkezére. A ciklust addig ismételjiik,
amig fel nem dolgozzuk a teljes listat.

Az algoritmus egy p nevi segédvaltozdt hasznal az aktuélis elem eltarolasdhoz. Az algoritmus 2. sora-
ban ennek a segédvaltozonak értékiil adjuk a fej valtozo értékét. Hivatkozasokrol van szo, tehat itt nem
a lancolt listaban téarolt tartalmi adatok mésolasa torténik meg, pusztén a p hivatkozas ugyanarra az
elemre hivatkozik, ahova a fej. Amennyiben a feldolgozando lista iires volt, akkor a p értéke a fej-hez
hasonléan @ lesz, ez azonban nem okoz problémét, mivel ilyenkor a kdvetkezs ciklus magja egyszer se
fog lefutni, ennek megfelelGen az algoritmus véget ér érdemi feldolgozas nélkiil.

A ciklus feladata a fent emlitett lépések ismétlése (feldolgozas, kvetkezs elemre 1épés) egészen addig,
amig nem jutunk a lanc végére (iires lista esetén tekinthetjiik ugy, hogy mar eleve ott allunk).

A ciklusmag elss 1épése maga a feldolgozas, ami jelen esetben egy FELDOLGOZ(elem : T) fliggvény
meghivéasat jelenti (4. sor). A fiiggvény egy darab, a lancolt lista tartalménak megfelel§ paramétert var, és
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fej —| 15 > 23 > 40 | 2 feg — 15 > 23 > 40 | 2
A A
p p
Kimenet Kimenet
(15 ‘ (15 23
(a) Lista els6 elemének feldolgozasa. (b) Lista masodik elemének feldolgozasa.
fej —{ 15 > 23 > 40 | 2 feg — 15 > 23 > 40| 2
A
p=9
p
Kimenet Kimenet
(15 23 40 ‘ (15 23 40
(c) Lista harmadik elemének feldolgozésa. (d) A lista végére ért a mutato.

4.5. abra. Példa lancolt lista bejarasara. A feldolgozés a listaclemek tartalméanak kimenetre irdsat jelenti.

ezt a feladatnak megfelelGen feldolgozza (a gyakorlatban persze elképzelhets, hogy az implementacioban
itt valojaban nem egy fiiggvényhivas, hanem kozvetleniil a feldolgozas programkodja szerepel). Erdemes
észrevenni, hogy a bejaras altaldnos forméajaban nincs lehetGség az egyes elemek kozotti kapcsolatok
felhasznalasara (pl. el6z6, kovetkezs elemmel egyiitt feldolgozas).

A feldolgozéast kovetGen még a ciklusmagon beliil atléptetjiikk a p hivatkozast a kovetkezd elemre
(5. sor). Amig ez egy valoban létezs elemet jelent, addig a ciklus ajra lefut, egészen addig, amig el nem
ériink a lanc végére (4.5c. dbra). Az utolso elem feldolgozasat kovets léptetés hatésara a p valtozo értéke
¢ lesz, emiatt a ciklusfeltétel tobbé nem lesz igaz (3. sor), igy a program kilép a ciklusbél. Ez egyben a
bejaras végét is jelenti.

A 4.5. dbra egy egyszerii példat mutat egy haromelemii lancolt lista bejarasara. A feldolgozas jelen
esetben a tartalmak egyszert listdzasat jelenti.

4.5. Algoritmus Lancolt lista bejarasa
Bemenet: fej - M
1: eljaras LiSTABEJARAS(fej : M)
2 p < fej
3 ciklus amig p # o
4: FELDOLGOZ(p.tart)
5
6
7:

p < p.kov
ciklus vége
eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e fej: Lancolt lista feje.
e FELDOLGOZ(elem : T): Tetszoleges feldolgozasi mivelet, amely minden lancolt listdban eltarolt
tartalomra pontosan egyszer fut le.

Keresés egyszeri lancolt listaban

A lancolt listaban valo lineéris keresés tulajdonképpen a bejaras egy kisebb modositéasanak is tekinthetd.
A 4.6. algoritmus mutatja a megadott feltétel szerinti keresés algoritmusat. Az elsé sorban a p segédval-
tozéval az els§ elemre probalunk allni. Ha ilyen elem nincs (mivel iires a lista), akkor a fej értékéhez
hasonléan a p értéke is @ lesz, ennek kovetkeztében nem lépiink be a kovetkezs ciklusba, és a fliggvény
visszatérési értéke hamis lesz.
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Amennyiben a segédvaltoz6 mar az els elemre hivatkozik, akkor a bejarashoz hasonl6 ciklussal tudjuk
elkezdeni a keresést (3. sor). A lista végének az ellendrzése azonos, azonban itt megjelenik egy tovabbi
feltétel, amely azt ellendrzi, hogy megtalaltuk-e a keresett elemet. Ha ez utébbi igaz, akkor szintén
kiléphetiink a ciklusbol, hiszen mar tudjuk a valaszt a kérdésre. Amig ezek a feltételek teljesiilnek, addig
a p mutatot folyamatosan léptetjiik a kovetkezs elemre (4. sor).

A ciklusbol val6 kilépés utan a keresés programozasi tételnek megfelelGen ellendrizziik, hogy miért ért
véget a ciklus. A 6. sorban talalhato6 feltétel akkor ad vissza hamis értéket, ha mar a lista utolsé eleme
utan allunk (tehéat nincs meg a keresett elem), és csak akkor ad vissza igaz értéket, ha egy valodi elemen
allunk (tehat megtalaltuk a keresett elemet, és a p valtozo éppen erre hivatkozik).

A fliggvény visszatérési értéke tehat a fent megéllapitott eredmény, illetve a p valtozo altal mutatott
elem tartalma, amennyiben a keresés sikeres volt (amennyiben nem, akkor ez a mésodik visszatérési érték
nem értelmezhetd).

4.6. Algoritmus Megadott feltételnek megfelel§ tartalmi elem keresése lancolt listdban
Bemenet: fej - M, F - logikai feltétel
Kimenet: van - logikai, vissza - T

: fliggvény LISTABANKERESES(fej : M, F' : logikai feltétel)

t pefej

: ciklus amig (p # @) A —~F(p.tart)

1

2

3

4 p < p.kov
5: ciklus vége

6 van < (p # 0)
7 ha van akkor
8 vissza (van, p.tart)
9 kiilonben

10: vissza van
11: elagazas vége
12: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények

e fej: Lancolt lista feje.

e F': A keresési feltétel, ami megadja, hogy minek kell megfelelnie a keresett elem tartalménak.

e van : Visszatérési értéke mutatja, hogy a lista tartalmaz-e keresett feltételnek megfelel tartalom-
mal biré elemet.
vissza : Amennyiben a van valtozo értéke igaz, akkor a keresett tartalmat adja vissza. Amennyiben
nincs ilyen, akkor a visszatérési értéke nem értelmezhets. Amennyiben tobb, a feltételnek megfelels
tartalmu elem is megtaladlhato a listaban, akkor a visszatérési érték ezek koziil az elsd.

4.2.4. Torlés lancolt listabol

Tetszlleges elem torlése a lancolt listabol

Hogy a lista a kés6bbiekben is megtartsa el6nyds tulajdonsagait, igy altalaban nem csak a lista elemen
beliil megtalalhato tartalmat toroljiik (vagy jeloljiik valahogy, hogy az torolt), hanem az egész lista
elemet eltavolitjuk. Ezt nevezziik kilancolasnak, hiszen énmagéban a torélni kivant elem megsziintetése
még nem lenne elegendd, modositani kell az eltte 1évs elemet is (illetve a legels6 elem esetében a fej
hivatkozast), hogy megmaradjon a lista épsége.

A feladat megoldasa két részbol all: meg kell keresni a torlendd elemet (jelen esetben megadott
tartalommal rendelkezs elemet keresiink), majd pedig végre kell hajtani a kildncolast (4.7. algoritmus).
A kilancolés soran két alapvets esetet kiilonboztethetiink meg:

o Kozépss vagy utolséd elem torlése: Egyszert egyiranyu lancolt listak esetében minden elem csak a
kovetkezdre hivatkozik, az el6zére nem. Tehat a kilancoléds sorédn csak a torlends elem el6tti elem
kév hivatkozasat kell majd modositani a torlends elem uténi elemre. Ezt tekinthetjiik a torlés
altaldnos esetének. Ezeket az eseteket mutatjak be a 4.6. és a 4.7. abrak.
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e Els6 elem torlése: Az elsG elem torlésekor ez természetesen nem valosithaté meg, hiszen nincs
,£l6z6 elem”, aminek a kv hivatkozdsat modosithatnénk a kildncolas soran. Emiatt ilyenkor a fej
értekét kell hasonldé modon megvaltoztatni, hogy az eddigi els6 (torlends) elem helyett a masodikra
hivatkozzon (4.8. &bra).

Az algoritmus keresés része hasonlé a mér megismert kereséshez. A p segédvaltozo felveszi a fej
érteket, majd egy ciklus segitségével addig lépeget a kovetkezs elemekre (6. sor), amig meg nem talélja
a torlends elemet (a ciklus feltételek is azonosak).

Lényeges kiegészités azonban, hogy egy e valtozd folyamatosan, egy elem késéssel koveti a p értékét
(5. sor), ezzel ez mindig a p altal mutatott elstti listaelemre hivatkozik. Ez amiatt sziikséges, mert amikor
a p megtalalja a torlendd elemet, akkor az el6z6t kell majd méodositanunk. A lancolt listdban azonban
nem lehet visszafele 1épni, tehat ezzel a technikaval az e mindig pont a p elézéjét fogja mutatni, igy ez
a kilancolasnal hasznos lesz szdmunkra.

A ciklusbdl valo kilépés soran az p értékébdl tudjuk meghatarozni azt, hogy megtalaltuk-e a torlends
elemet (8. sor). Amennyiben ezen a ponton az értéke @, az azt jelenti, hogy nem talaltunk torlends
elemet (a lista végeén all), ha pedig egy valodi elemre hivatkozik, akkor az éppen a torlendd elem.

Amennyiben ez utébbi feltétel teljesiil, akkor az e értékébdl tudunk kdvetkeztetni arra, hogy az elsd,
vagy egy késébbi elemet kell térolniink. Amennyiben az e értéke még mindig @, az azt jelenti, hogy az
el6z6 ciklus egy lépést sem tett, tehat a p-vel az els elemen &allunk. Ebben az esetben a fej értékét
kell médositanunk, hogy az a jelenlegi mésodik elemre hivatkozzon (10. sor). Ezt az esetet mutatja be
a 4.8. abra.

Amennyiben az e értéke sem @, akkor a valtozo éppen a torlendd elStti elemre hivatkozik. Ebben az
esetben a kildncolast agy tudjuk megvalésitani, hogy ennek az el6z6 elemnek a kdv hivatkozasat atallitjuk
a torlends utéani elemre (12. sor). Ezzel a torlends elemet kilancoltuk a listabol. Erdemes megfigyelni,
hogy egy kozbiilsg, illetve az utolsd elem esetében is ugyanezeket a 1épéseket hajtjuk végre, és mindkét
esetben helyes eredményhez jutunk (4.6d. és 4.7d. dbrak).

Barmelyik eset is kovetkezik be, torlés esetében a p éppen a torlends elemre mutat, igy a kilancolast
kévetGen ezt az elemet felszabadithatjuk (14. sor).

4.7. Algoritmus Lancolt lista megadott tartalmi elemének torlése
Bemenet: fej - M, torlendd - T
Kimenet: fej - M

1: eljaras LISTABOLTORLES(cimszerint fej : M, torlendd : T)

2 p < fej
3 e<— 9o
4 ciklus amig (p # @) A (p.tart # térlendd)
5: e+ p
6: p < p.kov
7 ciklus vége
8 ha p # ¢ akkor
9: ha e = ¢ akkor
10: fej < p.kdv
11: kiilonben
12: e.kov + p.kov
13: elagazas vége
14: FELSZABADIT(p)
15: kiilonben
16: hiba "nincs ilyen elem”
17: elagazas vége

18: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények
e fej: Lancolt lista feje (ami esetleg meg is véiltozhat).
e tiorlendd: Torlends érték. Amennyiben az érték nem szerepel a listdban, akkor hibat jelez.
e FELSZABADIT(p : M): A p &ltal mutatott elem felszabaditasa.
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fej —1 > 15 > 32 > 40 | 8 feg —{1 > 15 > 32 >~ 40 | 8
A A A
e=g
p e p
(a) Keresés els6 lépése. A p még nem a torlend6  (b) Keresés kovetkezd lépése. A p még nem a tor-
elemre mutat. lend6 elemre mutat.
feg — 1 > 15 > 32 >~ 40 | 2 feg —| 1 > 15 / 32 140 [ &
A A A A
e p e p
(c) A kovetkezd lépés utdn a p a torlendd elemre  (d) Az e.kdv hivatkozas modositasa a torlendd utani
mutat, az e pedig az azt megel6zére. elemre (ezzel a torlend6 kilancolasa).
feg — 1 > 15 40| 2

(e) A p altal mutatott elem megsziinte-
tése.

4.6. dbra. Lancolt lista kézéps6 elemének torlése.

feg—1 > 15 > 32 (@ feg—{1 > 15 > 32 |9
A A A
e=g
p e p
(a) Keresés elsg lépése. A p még nem a (b) Keresés kovetkezs lépése. A p még
torlendd elemre mutat. nem a torlends elemre mutat.
feg—{1 > 15 > 32| 0 feg —1 > 15| 9 32|90
A A A A
e p e p
(c) A kovetkez6 lépés utan a p a tor- (d) Az e.kdv hivatkozas értékiil kapja a
lend§ elemre mutat, az e pedig az azt p.kov hivatkozas értékét, ami jelen eset-
megelGzdre. ben a lezaré g.
feg—1 > 15| @
(e) A p altal mutatott elem
megsziintetése.
4.7. abra. Lancolt lista utols6 elemének torlése.
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feg — 1 > 15 > 32 > 40 | @ fej 1 > 15 > 32 > 40 | @
A A
e=¢g e=g
p p
(a) Keresés els6 lépése. A p azonnal a toérlendd (b) A fej mutaté atléptetése a p utani elemre.
elemre hivatkozik.
fej —| 15 > 32 > 40 | 9

(c) A p altal mutatott elem megsziinteté-

se.

4.8. dbra. Lancolt lista els6 elemének torlése.

Teljes lancolt lista torlése

Sziikség lehet a teljes lista torlésére is, amely természetesen megvaldsithato az el6zéleg megismert, tar-
talom szerinti torlés t6bbszori meghivasaval. Hatékonyabb moédszer azonban az elsé elemek folyamatos
torlése egészen addig, amig kitordljiik az utolsé elemet. Ehhez csak egy ciklusra van sziikség, amely
addig torli a listat, amig az nem tires (2. sor). A ciklusmag pedig az el6z6leg megismert médon mindig
torli a legelss elemet, tehat a fej mutatot atlépteti a masik elemre (4. sor), majd felszabaditja az ezzel

kilancolt elemet (5. sor).

Egy rovid példa lathato a teljes lista torlésére a 4.9b. dbran. Ezen is lathato, hogy az utolsé elem
torlését kovetSen a fej mutato értéke @ lesz, tehat ezt nem sziikséges kiilon beallitani (4.9a. dbra).

4.8. Algoritmus Lancolt lista Gsszes elemének torlése

Bemenet: fej - M
Kimenet: fej - M

eljaras LiSTATELIJESTORLESE(cimszerint fej : M)
ciklus amig (fej # 9)

p < fej

FELSZABADIT(p)

ciklus vége
eljaras vége

1:
2
3
4: fej < fej.kov
5
6
7:

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e fej: Lancolt lista feje. Az eljaras végén értéke @ lesz.

e FELSZABADIT(p: M): A p altal mutatott elem felszabaditésa.
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15 32 |0

A
\

fejg —| 1

p

(a) A p mutato szerepe, hogy eltéarol egy
hivatkozast a torlendd elemre.

Y

fej — 15 32| 0

p

(¢) A kilancolt elem megsziintetése,
majd a p beallitdsa az els6 elemre.

fej —32 |9

A

p

(e) Ujabb elem megsziintetés, majd a p
beallitdsa az els6 elemre.

fej 1 > 15 32| o
A
P
(b) A fej mutato atléptetése a p utani
elemre.
fej 15 > 32| @

p

(d) Aktualis elem kilancolasa.

fej =0

32

p

(f) A fej felveszi az els6 elem kdv me-
z6jének értékét, aminek az értéke @.

(g) Az utolso elem felszabaditasa utan az ered-
mény egy iires lancolt lista.

4.9. abra. Teljes lancolt lista torlése.
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4.3. Rendezett lancolt lista

4.3.1. Rendezett lancolt lista felépitése

Toémbokhoz hasonléan a lancolt listakat is rendezhetjiik. Ahhoz, hogy a rendezettséget egyszertien tudjuk
kezelni, kib&vitjiik a lista elemeket egy 1j, kulcs fogalommal. Ennek megfelelGen a lista elemét az alabbiak
alkotjak:

e Tartalmi rész: Ez a rész tartalmazza magét, a listaelemben eltarolni kivant adatot. Nincs semmiféle
megkotésiink ennek tipuséra, lehet szam, széveg, vagy akar tetszéleges objektum tipus is. Azt
altalaban kikotjiik, hogy az egyes listaelemek mind azonos tipust adatokat tartalmazzanak, de
OOP kornyezetben persze erre sincs feltétleniil sziikség. A példakban ezt a mezét mindig tart
néven fogjuk hasznalni, tipusat pedig T-vel fogjuk jelSlni.

e Kulcs rész: A rendezett lancolt listaban ez alapjan tudjuk az adatokat eltarolni, illetve visszakeresni.
Altalaban feltételezziik, hogy egyedi, bar a legtobb algoritmusunk mikodni fog azonos kulcsokkal
is. Ennek tipusa a tartalomhoz hasonléan tetszéleges lehet, azonban lényeges megkdtés, hogy
Osszehasonlithatonak kell lennie. A tényleges megvaldsitast tekintve ez a kulces lehet egy tartalomtol
teljesen fiiggetlen mezs, de lehet maga a tartalom (ha pl. csak szamokat tarolunk a listaban, akkor
a kulcs lehet egyben a tartalom is), vagy akir a tartalomnak egy része is (pl. személyek adatait
tartalmazzuk a listaban, és a kulcs ezek személyi szama). A példakban mindig egy kiilon mezdének
tekintjiik a kulcsot, és ezt kulcs néven fogjuk elérni, tipusat pedig K-val fogjuk jelolni. Az abrédkon
a konnyebb olvashatosag érdekében a kulcsot és a tartalmat nem kiilonboztetjiik meg.

e Kovetkezs hivatkozas rész: A lista minden eleme tartalmaz egy hivatkozast a listdban rékovetkezd
elemre. A legels elemtdl elindulva igy (kozvetve, a kozbiils§ elemeken keresztiil) elérhetjiik a
lista barmelyik elemét. A mez§ tipusa a lista megvaldsitasatol fiiggéen tobbféle lehet, erre még a
kés6ébbi, implementacios résznél visszatériink (addig is a legegyszertibb a lista elemeit objektumként,
a kovetkez6 mezdt pedig objektum referenciaként felfogni). A példakban ezt a mezdt mindig kov
néven fogjuk hasznalni, tipusit pedig M-el fogjuk jel6lni.

4.3.2. Besziiras rendezett lancolt listaba

Egyszeri, de hosszabb valtozat

Témbok esetében tébbnyire azzal foglalkoztunk, hogy hogyan lehet egy mar feltltétt, de rendezetlen
tombo6t helyben rendezni (esetleg bizonyos megvaldsitasoknal, pl. a beillesztéses rendezésnél megem-
litettiik, hogy az akkor is nagyon hatékonyan hasznéalhat6, ha méar a tomb feltoltésekor futtatjuk az
algoritmust). Léncolt listdk esetében is jarhatd ez az ut, de itt célszeri lehet kihasznélni azt a tényt,
hogy nagyon kénnyen tudunk két meglévs elem kozé egy tjat felvenni, emiatt célszerd lehet mar a lista
felépitésekor az 1 elemeket a rendezésnek megfelel helyre beszirni.

Konnyen belathato, hogy a tobbi miivelet valtozatlanul hagyhato, hiszen ha a besziras soran tigyeliink
az elemek rendezésére, akkor az a késSbbiekben is rendezett marad a lista. A keresés/bejaras nem
valtoztatja meg az elemek tartalmat, a torlés sordn pedig szintén nem valtozhat meg az elemek sorrendje.
Modositassal nem foglalkozunk, de értelemszertien, ha a médositas soran megvaltozik a tartalom, az nem
befolyasolja a kulcs szerinti rendezettséget (a kulcsot pedig tekintsiik ugy, hogy nem véltoztathato).

A rendezett lancolt lista felépitésére két algoritmust is megvizsgalunk. Mindkét modszer kimenete
teljesen azonos, vizsgalatuk oka pusztan didaktikai, az els6 egyszertibben attekinthets, a masodik viszont
rovidebb és elegansabb megoldas.

Az els6 lehetGséget mutatja a 4.9. algoritmus. Ebben négy, egymastol jol elkiilonithetd programag
felel a felmeriil6 lehetGségek kezeléséért:

e Ures listaba valo besziras: Itt a besziirandé elem lesz a lista elsd és egyben egyetlen eleme.

e Els6 elem elé beszuras: Ebben az esetben a beszirandé elem kulcsa kisebb, mint a listdban 1évs
barmelyik masik kulcs, emiatt az Gj elem lesz a lista elsé eleme.

o Két elem kozé besziras: Ezt tekinthetjiikk a rendezett listaba besziras altalanos esetének. Meg
kell keresniink azt az elempart, ahol az egyik kulcsa kisebb (vagy egyenld), a masiké viszont mar
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nagyobb (vagy egyenld), mint a beszurando kulcs. Ilyenkor ez a két elem kozé kell elhelyezni az 4]
elemet.

e Utolsd elem mogé beszuras: Amennyiben az Gjonnan beszurand6 elem kulcsa nagyobb a lista
minden mar meglévé kulcsanal, akkor az 1j tartalmat tarold elemet az eddigi utolsé elem utan kell
lancolni.

Az algoritmus felépitése is a fenti eseteket koveti. A 2-4. sorok létrehoznak egy 1j elemet, és ebbe
elhelyezik a beszirandé kulcsot és tartalmat.

Az ezt kovetd ellendrzés (5. sor) megvizsgalja, hogy iires-e a lista. Amennyiben igen, akkor a leg-
egyszertibb médon felveszi ezt az elemet els6ként. A fej mutatoé az Gj elemre hivatkozik, annak kév
mezGjének értéke pedig @ lesz, hiszen 6 egyben az utolsé elem is.

A kovetkezs vizsgéalatra (9. sor) méar csak akkor keriil sor, ha nem {ires a lista. Ebben az esetben meg
lehet vizsgalni a lista elsé elemének kulcsat, hogy az nagyobb-e, mint a besztirandé. Ha igen, akkor az 1j
elemnek még a lista elsG eleme elé kell bekeriilnie, erre jol hasznalhaté a mar megismert elejére beszirds
miivelet (4.2.2. alfejezet).

Minden egyéb esetben egy ciklust kell inditanunk, amelyik megkeresi azt a két elemet, amelyek kozé
be kell lancolni az ujat (15. sor). Ehhez elég megtalalnunk az elsg, nala nagyobb kulccsal rendelkezét.
Az ez el6tti elem lesz az 6t kozvetleniil megel6z6. Kivételes esetnek tekinthets, ha a beszirandé elemnél
nincs nagyobb a listdban, emiatt a ciklus egy kiegészits feltételt is tartalmaz, hogy csak addig fusson,
amig a p nem jutott a lista végére. A beszurashoz sziikségiink lesz az el6z6 elemre, és mivel a lancolt
listdban nem tudunk visszafelé 1épni, ezért a torlésnél mar megismert médon, egy e nevi segédvaltozoval
a cikluson beliil mindig eltaroljuk a p elézé értékét.

A két kilépési feltétel koziil valamelyik biztosan teljesiilni fog, akkor kilépiink a ciklusbél. A 19. sor
szerepe, hogy megvizsgalja, melyik feltétel miatt 1éptiink ki a ciklushél. Amennyiben a p értéke ezen a
ponton @, az azt jelenti, hogy végignéztiik a listat, és nincs az ujnal nagyobb kulcst elem. Amennyiben
egy valodi elemre mutat, akkor az nem méas, mint a listaban a besztrandénal nagyobb kulcsot tartalmazo
elemek koziil az elsd.

Az el6bbi esetben a lista végére beszuras algoritmusnal méar megismert modszerrel felvessziik az 1j
elemet a lista végére (20-21. sorok).

A masik esetben pedig a lista n. helyére beszuras algoritmusnéal méar megismert modszerrel felvessziik
az 0j elemet az e és a p altal hivatkozott listaelemek kozé (23-24. sorok).
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4.9. Algoritmus Rendezett lancolt listaba 4j elem beszirasa

Bemenet: fej - M, kulcs - K;ahol K 6sszehasonlithato, érték - T
Kimenet: fej - M

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:

eljaras RENDEZETTLISTABABESZURAS(cimszerint fej : M, kulcs: K, érték : 'T)

ij < LETREHOZ(M)
ij.kulcs < kulcs
ig.tart < érték
ha fej = ¢ akkor > Ures lista
ij.kov < @
fej < dj
kiilonben
ha fej.kulcs > kulcs akkor > Els6 elem elé
uj.kov < fej
fej < ij
kiilonben
p< fej
e 9
ciklus amig (p # @) A (p-kulcs < kulcs)
e p
p <« p.kov
ciklus vége
ha p = ¢ akkor
Uj.kov < @ > Utolso elem mogé
e.kov < g
kiilonben
Uj.kov < p > Két elem kozé
e.kov + uj
elagazas vége
elagazas vége
elagazas vége

28: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények

fej: Kulcs szerint rendezett lancolt lista feje.

kulcs: Beszarand6 elem kulcsa.

érték: Beszurando tartalom.

LETREHOZ(M) : M: Létrehoz egy M tipust elemet, ez a visszatérési értéke.
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Osszevont, révidebb valtozat

Az el6z26 fejezetben megadott algoritmus tokéletesen miikodik, helyesen kezeli az 6sszes felmeriils lehetd-
séget. Azonban meglehetGsen hosszi, és érdemes észrevenni, hogy bizonyos programégak gyakorlatilag
ugyanazt a kodot tartalmazzék. Ezek alapjan az alabbi egyszertsitési lehetGségekkel élhetiink (a sorsza-
mok a 4.9. algoritmusra vonatkoznak):

e Az nyilvanvald, hogy a 7. és a 11. sorok tulajdonképpen ugyanazt hajtjak végre (mivel a kettd
kozott nem valtozik sem a fej, sem pedig a 4j értéke). Azonban megfigyelhetd, hogy a felettiik
1év6 a 6. és a 10. soroknak is mindig ugyanaz lesz az eredményiik (a fej = ¢ feltétel teljesiilése
miatt a 6. sorban talalhaté ¢ értéket helyettesithetjiik a fej-jel, igy mar formailag is ugyanaz a két
sor.

e Hasonl6 modon lathato, hogy a 21. és a 24. sorok is teljesen azonosak. Itt szintén megfigyelhetd,
hogy a felettiik 16v6 a 20. és a 23. soroknak is mindig ugyanaz lesz az eredményiik (a p = o feltétel
teljesiilése miatt a 20. sorban talalhato @ értéket helyettesithetjiik a p valtozoval, igy méar formailag
is ugyanaz a két sor.

Ezek a sorok tehat Osszevonhatok, igy az elézetesen felvazolt négy esetet le tudtuk egyszertisiteni
két felmeriil§ esetre. A beszuras algoritmusat atgondolva egyébként is belathato, hogy tulajdonképpen
tényleg csak kétféle esetet kell megkiilonboztetniink:

e A besztrandé6 elem kozvetleniil a fej moge keriil (tehét tires listdba, vagy az elsd elem elé akarunk
beszirni).

e A beszirando6 elem egy méar meglévé elem mogeé keriil (tehéat két elem kozé, vagy az utolséd elem
mogé akarunk beszarni).

Hasonlo két aggal mar talalkozhattunk a torlés algoritmusanél is (4.2.4. alfejezet). Mivel ott is sziikség
volt egy elézd elemre, a ciklus egy p és egy e valtozo értékeit modositotta, majd a kilépést kovetGen az
e értéke alapjan tudtuk eldonteni, hogy tortént-e 1épés, vagy sem (tehat az elss elemet kell t6rdlni, vagy
egy késébbit). Ugyanezt a technikat itt is felhasznéalhatjuk, a ciklusbol valo kilépés utan az e valtozd
értéke megadja, hogy a fej valtozot kell modositani, vagy pedig egy el6z6 elem kdv hivatkozasat.

A fenti Osszevonasokkal nyert a 4.10. algoritmus els6 lépése ugyanigy az 1j elem létrehozésa, és a
tartalom kitoltése. Az ezt kovetd p és e valtozok inicializalast kovetGen lefut egy, a torléshez hasonlo
ciklus (7. sor), amely segitségével megkeressiik az els6, a beszirandonal nagyobb kulcsot tartalmazé
elemet (kozben persze iigyelve arra is, hogy a lancolt lista végére jutva is kilépjiink a ciklusbol).

A 11. sor szerepe, hogy meghatéirozza a sziikséges beszturas modjat. Ha az e véltozo értéke @, akkor a
ciklusmag egyszer sem futott le, tehat vagy iires a lista (4.10a. abra), vagy mar az els§ elem is nagyobb
volt a beszirandénél (4.11a. abra). Mindkét esetben kozvetleniil a fej utan kell felvenni az 4j elemet,
ezt végzik el a 12-13. sorok).

Ha az e egy valédi elemre mutat, akkor az nem mas, mint a beszirandénal koézvetleniil kisebb kulesot
tarold elem. A beszirést ebben az esetben a 15-16. sorok végzik el. A kozvetleniil elGtte 1évs elem kdv
mezdje az Uj elemre mutat, annak kdv mezdje pedig felveszi a p értékét. Ez utébbi abban az esetben is
jo eredményt ad vissza, ha a p egy létezd elemre mutat (tehat két elem kozé szarunk be, ezt mutatja
a 4.13a. abra), illetve akkor is, ha annak értéke ¢ (tehat az utolsé elem mogeé sziarunk be, ezt mutatja
a 4.12a. abra). Ez utébbi esetben az 4j elem kdv mez§jének tartalma @ lesz, ami megfelel annak, hogy 6
lett a lista utolsé eleme.
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4.10. Algoritmus Rendezett lancolt listdba 4j elem beszurasa (révidebb valtozat)

Bemenet: fej - M, kulcs - K;ahol K 6sszehasonlithato, érték - T
Kimenet: fej - M

1: eljaras RENDEZETTLISTABABESZURAS(cimszerint fej: M, kulcs : K, érték: T)
2 ij < LETREHOZ(M)

3 ij.kulcs < kulcs

4: ij.tart < érték

5: p <+ fej

6: e 0

7 ciklus amig (p # 9) A (p.kules < kulcs)
8 e+ p

9 p < p.kov

10: ciklus vége

11: ha e = ¢ akkor

12: ij.kov « fej

13: fej « uj

14: kiilonben

15: Uj.kov < p

16: e.kov < g

17: elagazas vége

18: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e fej: Kulcs szerint rendezett lancolt lista feje (ami esetleg meg is valtozhat).
e kulcs: Beszarandé elem kulcsa.
e érték: Beszurandé tartalom.
e LETREHOZ(M) : M: Létrehoz egy M tipust elemet, ez a visszatérési értéke.

fej = o 1 fej = o 18 | @
A A
p=9 p=9
e — o i e— g 1ij
(a) Ures listaba besziiras esetén a val- (b) Fej értékének atmasolasa.

tozok allapota a ciklus utan.

fej ——|18 | 8

A

p=40
e=0 Y fej —{18 | @
(c) Fej értékének beallitasa. (d) Besziiras eredménye.

4.10. abra. Els6 elem beszirasa iires rendezett lancolt listaba. Az j elem tartalma: 18.
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foj ————— |18 | & fejﬂ 18| @
A A
10 |

10
A p A p
UJ e—g Uuj e=4g
(a) Els6 elem elé beszuras esetén a val- (b) Fej értékének atmasolasa.

tozok allapota a ciklus utan.

fej 18
Z J’“
10 [ —

p

A

uj e=g fej — 10 > 18| o

(c) Fej értékének beallitasa. (d) Besziiras eredménye.

4.11. abra. Els6 elem elé besziras rendezett lancolt listaba. Az 4j elem tartalma: 10.

fej —{ 10 18| 2 24 fej —{ 10 18| @ 24
A A A A A
e —g
p g e p g
(a) A keresés elsG lépése, az els6 elem (b) Tovabblépés a masodik elemre. Az
vizsgélata. e koveti a p valtozot.
fej — 10 18| o 24 fej — 10 18 | o 24| 0
A A A A
p—4d p—0
e g € ]
(¢) A besztirando érték nagyobb, mint (d) A p érték atmasolasa az 1ij elem
az utols6 elem, emiatt @jabb lépés. kév mezGjébe.
fej —{ 10 > 18 24 | @
A A
p=4
e g fes — 10 > 18 24 | @
(e) Az el6z6 elem atiranyitasa az Gjon- (f) A besziras végeredménye.

nan beszirt elemre.

4.12. abra. Utolsé elem mogé besziras rendezett lancolt listdba. Az 4j elem tartalma: 24.
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)
8,
—_
[es}
A4
—
oo
\
[\
~
1§

e —g
p
20
A
uj
(a) A keresés elsG lépése, az els6 elem
vizsgalata.
fej —| 10 > 18 24|90
A A
e p
20
A
1ij

(¢) A p mar egy nagyobb elemen all,
emiatt kilépés a ciklusbol.

Y

fej —{ 10 18|~ 24|92

A A

20 [

1ij
(e) Az el6z6 elem atiranyitésa az tijon-
nan beszirt elemre.

feg — 10

Y
—_
oo
\
N
g
1SS

20

tj
(b) Tovabblépés a masodik elemre. Az
e koveti a p valtozot.

fej — 10

Y

18 24|90

P

20 |

(]
(d) A p érték atmasolasa az 1ij elem
kév mezGjébe.

fej —[ 10 > 18 > 20 > 24

(f) A besziiras végeredménye.

4.13. abra. Két elem kozé besziras rendezett lancolt listaban. Az 0j elem tartalma: 20.
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4.3.3. Keresés rendezett lancolt listaba

Adatszerkezeteket tobbféle ok miatt is rendezhetiink, ezek koziil az egyik leggyakoribb a gyorsabb ke-
resés biztositdsa. A hagyomanyos programozasi tételek kozott is jol lathatd az egyszert, nem rendezett
tombon is miikodsképes ,linearis keresés” és a rendezett tomboket igényls ,logaritmikus keresés” kozotti
kiilénbség az utobbi javara. A lancolt listak esetében a rendezettség szerepe kevésbé markans, hiszen az
elébb emlitett logaritmikus keresés algoritmusa itt nem valésithaté meg hatékonyan. Ez annak koszon-
hets, hogy ez a keresés erésen tamaszkodik az elemek gyors véletlen elérésére, ami pl. a tombok esetében
egyszeriien megvalosithatd, hiszen a keresett elem indexe alapjan egy egyszerd szorzassal és Osszeadassal
megéallapithatd az elem memoriabeli cime. A lancolt listdk esetében azonban az adatszerkezet felépité-
sébdl adododan, erre nincs mod, hiszen a lista n. elemét csak a legelss elemt6l indulo (n — 1) darab lépés
segitségével tudjuk elérni. Emiatt, hidba tudjuk, hogy a lista elemei rendezettek, a logaritmikus keresés
lépései (ami els§ korben a kozépss elemet olvasna be, ami jelen esetben n/2 darab lépést igényelne) itt
nem kivitelezhetéek hatékonyan.

Valamelyest azonban a lineéris keresés is gyorsithaté a rendezettség kihasznalasaval, hiszen ez egy 1j
kilépési feltételt jelenthet a keresd ciklusbol. Ennek megfelelGen a keresés addig fut, amig az alabbiak
koziil valamelyik bekovetkezik:

e Megtalaltuk a keresett elemet (tehéat benne van a listaban, és vissza tudunk adni ré egy hivatkozéast).
e Eljutottunk a lista végére, és nem talaltuk meg a keresett elemet (tehat nincs benne a listaban).

e A keresés soran egy nala nagyobb elemre 1éptiink, ami a rendezettség miatt szintén azt jelenti, hogy
a keresett elem nincs a listaban (mivel a lista tovabbi elemei mar csak az aktualisnél is nagyobb
elemeket tartalmazhatnak). Ezt mutatja a 4.14a. abra.

Tombok esetében a linearis keresés modositasa a ciklusfeltételt, illetve a visszatérési érték kiszamita-
sanak modjat érintette. Lancolt lista esetében ehhez hasonldan szintén kiindulhatunk az alapvets keresési
algoritmusbdl (4.6. algoritmus), azt csak két ponton kell megvéltoztatnunk.

A 4.11. algoritmus tartalmazza ezeket a modositasokat. A 3. sorban lathaté a ciklusfeltétel véaltozésa.
A lista végének ellenérzése nem véaltozott, a masodik részfeltételben azonban az egyenlGség vizsgilata
helyett itt mér egy kisebbségi vizsgalat szerepel. A ciklus tehat csak addig fog futni, amig a p altal
hivatkozott elem kulcsa kisebb a keresettnél. Mind egyenl&ség (megtalaltuk), mind pedig nagyobb elemek
esetében (biztos nem lesz meg) kilépiink a ciklusbol.

Nem rendezett esetben elég volt a p hivatkozés értéke annak meghatarozaséhoz, hogy megtalaltuk-e
az elemet vagy sem. Amennyiben a hivatkozas értéke @, akkor az a modositott algoritmusban is azt
jelenti, hogy a keresett elem nincs benne a listAban. Amennyiben azonban a véltozé egy valddi elemre
mutat, az mar tovabbi vizsgalatokat igényel. Nem rendezett listaAban ugyan mar ekkor biztos volt, hogy a
keresett elemet megtaldltuk, és a p éppen ide mutat, most azonban foglalkoznunk kell azzal a lehet&séggel
is, hogy a valtozo mar az elsd, a keresettnél nagyobb elemen &all. Ezt a kérdést valaszolja meg a 6. sorban
talalhato feltétel masodik fele. Ennek koszonhetSen a van valtozo értéke (tehat a fliggvény visszatérési
értéke) csak akkor lesz igaz, ha a p egy létezs elemre mutat, és annak a kulcsa éppen megegyezik a
keresettel.

C Megjegyzés 0

A lancolt listak esetében kevésbé tudjuk kihasznalni a rendezettséget, mint a tombdok
esetében, ettdl fliggetleniil néha j6 hasznéat vehetjiik ennek a tarolasi modnak:

e A keresésnél némi gyorsuldst igy is sikeriilt elérniink. Ez akkor jelenik meg, ha
olyan tartalmat keresiink, ami nincs a listaban, és emiatt mar az elsé nala nagyobb
elemnél kilépiink a ciklushél. Amennyiben gyakoriak az olyan keresések, amelyek
nem létezs elemekre vonatkoznak, akkor ez a kiilonbség lényeges lehet.

e A keresésen tul olyankor is hasznos lehet a rendezettség, amikor a listaban 1évé
adatokat valamilyen sorrendben szeretnénk kinyerni. Példaul, ha a listadban szemé-
lyi adatokat tarolunk, és kiilonféle szempontok szerint szeretnénk ebbdl adatokat
kivilogatni tigy, hogy azok ABC sorrendben legyenek. Itt célszerti magat a listat
rendezni, igy a kivalogatasok eleve ebben a sorrendben adjék majd meg az eredmé-

\ nyeket (és nem kell minden valogatas utan egy rendezést is végrehajtani). )
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4.11. Algoritmus Megadott tartalmi elem keresése rendezett lancolt listdban

Bemenet: fej - M, keresett - K;ahol K 6sszehasonlithato
Kimenet: van - logikai, vissza - T

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:

fliggvény RENDEZETTLISTABANKERESES(fej : M, kules : K)

p< fej

ciklus amig (p # 9) A (p.kules < kulcs)
p < p.kov

ciklus vége

van < (p # @) A (p-kules = kulces)

ha van akkor
vissza (van, p.tart)

kiilonben
vissza van

elagazas vége

12: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények

fej: Egy tartalom szerint rendezett lancolt lista feje.

kules : A keresett kulcs.

van : Visszatérési értéke mutatja, hogy a lista tartalmaz-e keresett tartalmu elemet?

vissza : Amennyiben a wvan valtozd értéke igaz, akkor a keresett elem tartalmat tartalmazza.
Egyébként nem értelmezett.

fej —| 10 > 15 > 20

\4

25|90 fej —| 10

\4

15

\

20

\4

25|90

p p

(a) Els6 elem vizsgalata. Ertéke kisebb, mint a kere-  (b) Masodik elem vizsgalata. Ertéke kisebb, mint a

sett. keresett.

fej —{ 10 > 15

\

\4

20

25|90

p

(c) A p mar a keresettnél nagyobb elemre mutat, igy
nincs értelme tovabb futtatni a keresést.

4.14. abra. Keresés rendezett lancolt listdban, a keresett elem: 18.
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4.4. Lancolt lista strazsa elemekkel

4.4.1. Besztras és torlés helyi miiveletekkel

A kiilonboz6 lancolt lista miiveletek attekintése soran feltting lehetett, hogy sok esetben maga a mtvelet
altalanos esete egyszeriien kezelhets lett volna (pl. elem beszirasa két maéasik elem kozé), azonban a
kiilonféle kivételes esetek miatt a végeredmény egy joval Gsszetettebb, hosszabb algoritmus lett (pl. iires
lista, elsG elem elé besziras, utolsé elem mogé besziras, stb.). Ez nem pusztan hosszabb programkodot
eredményez, de a program futasideje szempontjabol se szerencsés (pl. még tobb ezer elem beszturasa utan
is mindig meg kell vizsgalnunk, hogy a lista nem iires-e véletleniil).

A kivételes esetek elhagyasaval néhany nagyon egyszerd és révid megoldast is tudunk hasznéalni, ezek
koziil at is tekintiink kettét.

Mutatott elem elé besziiras

A mutatott elem elé beszuras algoritmusnak &tadott paraméterek jelentésen kiilonboznek az eddig meg-
ismert beszurdsoktol. Itt ugyanis nem a lista fej elemét adjuk &t, hanem csak egy hivatkozast arra az
elemre, amely elé be szeretnénk szurni. Ez egyrészt azt jelenti, hogy nem fériink hozza a fejhez (tehat az
eddig megismert mddszerek, amelyeknél a fejtdl kiindulva egyesével 1épegetve kerestiik meg a sziikséges
helyet, itt mar nem miikddnek), masrészt nem is tudjuk modositani a fej értékét.

A 4.15. abran lathatoé moédon azonban a beszirés igy is mikodik a legtobb esetben. Egy elem elé
beszarast eddig mindig ugy képzeltiink el, hogy mindenképpen sziikségiink van az azt megel6z4 elemre
is, hiszen a belancolédsnal annak a kdv hivatkozasat is at kell majd iranyitani az 4j elemre. Itt azonban
ez nem sziikséges, hiszen lathato, hogy az 1j elemet val¢jaban a meglévs utan helyezziik el a lancba
(4.15¢—4.15e. 4dbrak), a sorrendet pusztin azzal az Gtlettel allitjuk helyre, hogy az eddigi p altal mutatott
elem tartalmat atmaéasoljuk az 4j elembe, és a régi tartalmat irjuk felil az 0j értékkel (4.15f. abra).

Lathato, hogy a beszuras igy joval egyszertibben megvaldsithatoé, habar néhany mellékhatassal is
szdmolnunk kell.

e A legnagyobb problémank, hogy iires listaba a legelsé elem beszturasanal ez nem fog mikddni.
Itt ugyanis nincs semmilyen elem, amit at tudnank maésolni, igy ezt a specilis esetet valamilyen
formaban mindenképpen kezelniink kell.

e Ez a moédszer nem hasznélhaté akkor, ha a lista elemeire kiilsé hivatkozasok is megengedettek. Ez
ugyanis kimondottan hatrdnyos mellékhatasokhoz vezet, ha éppen a kiilsé valtozé altal hivatkozott
elem elé szirunk be, hiszen ilyenkor a hivatkozas tovabbra is ugyanarra a lista elemre mutat,
azonban ott mar més tartalom fog elhelyezkedni.

4.12. Algoritmus Mutatott elem elé beszuras
Bemenet: p - M, érték - T

1: eljaras MUTATOTTELEMELEBESZURAS(p : M, érték: T)
2: j < LETREHOZ(M)

3: Uj.tart < p.tart

4: 1j.kov < p.kév
5
6
7

p.kov « uj
p.tart < érték
eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e p: Hivatkozas egy méar létezs listaelemre, amely elé be kell sztirni az 1j elemet.
o érték: Beszuranddé tartalom.
e LETREHOZ(M) : M: Létrehoz egy M tipust elemet, ez a visszatérési értéke.
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—{ 12 > 40 > 14 | P
A A
p 7]
(a) A lista p altal mutatott eleme elé kell (b) Az 4j elem létrehozésa.
beszirni az 1) elemet.
— 12 > 40 > 14 | —1— — 12 1 40 > 14 | T
A A
A
p 12 p 12
A A
ij uj
(c) Tartalom &tmasolasa az 1j elembe. (d) Kovetkez6 hivatkozas atmasolasa az j
elembe.
— 12 [ 40 > 14 | 1 — 8| 40 > 14 | 1
T ( A 6
A A
p 12 p 12
A A
uj uj
(e) Az 1j elem belancolasa. (f) A besztirand6 tartalom bemaésolasa a

p altal hivatkozott elembe.

— 8 > 12 > 40 > 14 | —1—

(g) A besziras végeredménye.

4.15. dbra. Mutatott elem elé besziras. A példdban a 8 értéket szurjuk be a lista p altal mutatott eleme
elé.

Szénasi Sandor 106 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



Mutatott elem torlése

Az el6z6leg megismert Otlet alapjan mar kénnyen kivitelezheté a mutatott elem toérlése is. Ennek az
algoritmusnak ugyanaz az elénye, nincs hozza sziikségiink a fej mutaté értékére, az algoritmus csak azt
a mutatot kapja meg paraméterként, amit torolniink kell. Az eddigi megoldéasaink sorén ez azért okozott
volna probléméat, mert a kilancolashoz sziikségiink volt a megel6z6 elemre (annak is moédositani kell a
kov hivatkozasat), ezt azonban csak a p ismeretében nem tudjuk megtaldlni.

Lathato, hogy a 4.13. algoritmus a legtobb esetben enélkiil is miikodik, felhasznélva azt az oOtletet,
hogy a torlendd elem adatait feliilirjuk a mogotte 1évé elem adataival (3-4. sorok), majd ezt kovetGen a
mogotte 1évs elemet lancoljuk ki (ez mar kénnyen megvalosithato, hiszen ismerjiik az 6t megel6z6 elemet,
igy nem kell azt kiilon megkeresni). A modszer nagyon hatékony és elegans, azonban néhény kivételes
esetben sajnos ez sem miikodik megfelelGen:

e A leglatvanyosabb hidnyossaga az utolso elem torlésekor tapasztalhaté. Mivel nincs mar mogot-
te elem, ahonnan adatokat lehetne &tmasolni, igy a legutolsé elem torlésére ez a moédszer nem
hasznalhato.

e Ha a listdnkban mar csak egy elem van, és ezt szeretnénk tordlni, akkor szintén cs6dot mond ez
a megoldas (bar ez felfoghato az el6z6 probléma egy specialis esetének is, hiszen az egyetlen elem
egyben nyilvan az utolso is).

e [tt szintén igaz, hogy ez a moédszer nem hasznalhaté akkor, ha a lista elemekre kiilsg hivatkozasok
is megengedettek.

4.13. Algoritmus Mutatott elem torlése

Bemenet: p - M
1: eljaras MUTATOTTELEMT ORLESE(p : M)
2 q < p.kov
3 p.tart < q.tart
4: p.kov < q.kév
5 FELSZABADIT(q)

6: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e p: Hivatkozés egy mar létezs listaelemre, amit ki kell t6r6lni (nem lehet a lista utolso eleme).
e FELSZABADIT(q: M): A ¢ &ltal mutatott elem felszabaditasa.

4.4.2. Strazsa elemek hasznalata

A felmeriil6 problémék ellenére azonban célszert alaposabban megvizsgilnunk ezeket a modszereket.
Mindkét algoritmusnal csak a kivételes esetek jelentik a problémat (elsé elem, egyetlen elem, utolsd
elem, stb.), altalanos esetben (amikor egy lista egy bels§ elemérsl beszéliink) azonban jol hasznalhatéak.
Ezen alapul a strazsa technika alapétlete, hogy prébaljuk meg egy olyan lancolt lista megvalositast
létrehozni, amelyben nincsenek ilyen specialis esetek.

A hagyomanyos listat tigy alkottuk meg, hogy a fej mutatd kozvetleniil az els§ elemre mutat, iires
lista esetében ennek az értéke pedig a lezard ¢ érték. Ugyanezt hasznaltuk a lista végének jelzésére, ezért
az utolsé elem kovetkezd mezGjébe is ezt helyeztiik.

Ehelyett készitsiink egy olyan lancolt listat, ahol mindig van egy-egy listaelem az elsé valos adatot
tarolo elem el6tt, illetve utan is. Ezeket nevezziik a kés6bbiekben strdzsa (sentinel) elemeknek. Ennek
megfelelGen az iires, tehat értékes adatot nem tartalmazo listat is gy képzeljiik el, hogy mar van benne
két lista elem (4.16. &bra).

A stréazsa elemek felépitésiiket tekintve pont ugyanolyanok, mint barmelyik masik listaelem, valahogy
azonban j6 lenne megkiilonboztetni Gket a tobbi elemtsl. Erre hasznalhatnank egy 1j mezét is, de az
megnovelné a teljes lista helyfoglalasat, ezért ehelyett, (amennyiben annak értékkészlete ezt megengedi)
hasznalhatjuk a tart mez6t, amibe olyan értékeket toltiink, amelyek egyértelmien jelzik a két elem
specialis voltat. Ha ez nem megoldhat6, akkor is ré4 lehet jonni, hogy melyik elemek a strazsak, hiszen az
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15 > 20

A\

34

Y

39

A\
+
8

fej — —o0

4.16. abra. Lancolt lista strazsa elemekkel.

egyikre mindig a fej mutat, a masiknak pedig a kov mezGjének értéke @, ezek egyike se lehet igaz maés
listaelem esetében.

A tart mezébe tehét olyan értékeket toltiink, amelyek més elemekre biztosan nem igazak. Amennyiben
rendezett a listank, akkor az elsG strazsaba célszertien az értékkészlet legkisebb elemét toltjiik (jelolése:
—00), az utolso strazsaba pedig az értékkészlet legnagyobb elemét (jelolése: +00). Ezek konkrét értéke
attol fiigg, hogy milyen tipust a tartalom, szamok esetén az adott tipus legkisebb/legnagyobb értéke
lehet, szovegek esetén ASCII(0), stb. Ha sikeriil ilyen értékeket valasztanunk, az azért is hatékony, mivel
rendezett lancolt lista esetén, a rendezettség szempontjabol nem kell kiilon kezelniink a strazsa elemeket,
azok teljesen illeszkednek a valés tartalmat tarolo elemek kozé. Ennek koszonhetGen pl. beszirés esetén
mindig élhetiink azzal a feltételezéssel, hogy talalni fogunk egy olyan elempéart, amelyek egyike kisebb a
beszirandoéndl, a masik pedig nagyobb:

e Ha az eddigieknél kisebb elemet akarunk beszirni, akkor ez az elempar az elsé strazsa és az eddigi
legkisebb elem lesz.

e Ha az eddigieknél nagyobb elemet akarunk beszurni, akkor ez az elempar az eddigi legnagyobb és
a mogotte 1évs strézsa lesz.

e Ha pedig az eddigi legkisebb és legnagyobb kozotti tartalmat sztrunk be, akkor értelemszertien
talalni fogunk két, a fenti feltételnek megfelels elemet.

o Ures lista esetén is létezik a két strazsa elem, tehat ilyenkor ezek kozé fog keriilni az 0 érték.

A konkrét pszeudokod bemutatasa nélkiil is nyilvanvald, hogy ezzel pl. a rendezett beszirést jelents-
sen leegyszertsithetjiik, hiszen a négyféle lehetGseg koziil (lires lista, elsé elem elé, két elem kozé, utolsd
elem mogé) mar csak eggyel kell foglalkoznunk. Ugyanez az elény lathato a torlésnél is.

A stréazsa technika egyetlen hatranya a nagyobb helyfoglalas, viszont ez sem tekinthets jelent&snek,
hiszen csak két j elem felvételét jelenti, tehédt a lista méretétsl fliggetleniil konstans lesz a helyfog-
lalasi tobblet (ami értelemszertien sokkal jobb, mintha minden lista elemnél névelniink kellett volna a
helyfoglalast).
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4.5. Specialis lancolt listak

4.5.1. Kétiranyua lancolt lista

Az eddigiek sordn mindig egyiranyu listakkal foglalkoztunk, tehat minden elem a tartalmi rész mellett egy
mésik elemre hivatkozott, amelyik a listdban a kovetkezg. Néhany algoritmusnal lattuk, hogy ez szamos
problémat felvet, néha hasznos lett volna egy visszalépési lehetGség, amivel egy elembdl el tudunk jutni
a lancban elGtte lévére.

A kétiranyd ldncolt listdk (doubly linked list) (esetenként kétszeresen lancolt listanak is nevezik, bar
ez félreérthetd lehet [4]) egy egyszert megoldast nyujtanak erre a problémaéra, az egyes elemeket ugyanis
kiegészitik egy visszafelé mutatéd hivatkozéssal. Ennek megfeleléen minden elem felépitése az alabbi:

e Tartalmi rész: Ez a rész tartalmazza magat a listaelemben eltarolni kivint adatot. Megfelel az
egyiranyu lancolt listaban is targyalt tart mezének.

e Koivetkezs hivatkozas rész: A lista minden eleme tartalmaz egy hivatkozést a listdban rakovetkezs
elemre. A legelss elemtdl elindulva igy (kdzvetve, a kozbiilss elemeken keresztiil) elérhetjiik a lista
barmelyik elemét. A mezs tipusa a lista megvaldsitasatol fiiggGen tobbféle lehet.

e El6z6 hivatkozéds rész: A lista minden eleme tartalmaz egy hivatkozast a listaban 6t megelzé
elemre. Ennek tipusa ugyanaz, mint amit a kovetkezé mezénél lathattunk.

A kétiranyu lancolt lista elénye nyilvanvalo, lehetévé teszi a visszafelé lépkedést. A 4.17. abra egy
ilyen lancolt listit mutat be. Ugyan nem nélkiilézhetetlen, de gyakran hasznos lehet egy 1j fejet is
felvenni, ami a legutolsé elemre mutat, ebbdl indulva visszafelé is be tudjuk jarni a listat. Amennyiben
az altalunk hasznalt algoritmusok ezt a tulajdonsagot kihasznaljak, akkor ezzel a modszerrel hatékony
megoldasokat készithetiink.

A hatranya a hagyomanyos listdhoz képest az, hogy a két mutatd miatt a lista elemeinek a hely-
foglaldsa nagyobb (ami mar az el6z6leg megismert lancolt listanél is probléméat okozott). Tovabba a
kiilonféle modosité algoritmusok valamelyest bonyolultabbak, hiszen minden besztrasnél/torlésnél be
kell alltani az j elem el6z6 mutatojat is, illetve a listAban utana kovetkezs elemnél is ezt el kell végezni.
Hasonlé moédon, két fej esetén mindkét fejet folyamatosan karban kell tartani az elvégzett modositasnak
megfelelGen.

Bar ezek a modosité miiveletek bonyolultabbak, mint az egyszert egyiranyud listanal, teljesitmény
szempontjdbol akar hatékonyabbak is lehetnek. Elég csak arra gondolunk, hogy a kétiranyu lancolt
listaval egyszeriien megoldhatjuk a mutatott elem elé beszurast, illetve a mutatott elem torlését, hiszen
nincs sziikség egy hosszadalmas keresésre a megelézd elem megtalalaséhoz.

4.5.2. TobbszOrosen lancolt lista

A tébbszdrdsen ldncolt lista (multiply linked list) tekinthets a kétirdnyu lancolt lista altalanositdsanak
abbol a szempontbél, hogy itt mar nem csak két, hanem akar hdrom, vagy anndl tobb elemre is hivat-
kozhatnak az egyes elemek. A két struktira kozotti 1ényeges kiilonbség, hogy mig a kétiranyu lancolt
listanal az elére és a hatra mutaté hivatkozasok mindig egymésnak ellenkezd irdnyokat adtak meg, addig
egy tobbszorosen lancolt lista esetében ezek teljesen fiiggetlennek tekintendék. Tehat elképzelhets egy
kétszeresen lancolt lista, ahol minden elem két kovetkezd mez6t tartalmaz, és ezek egymastol fiiggetlen
sorrendeket adnak meg.

Egy haromszorosan lancolt listara mutat példat a 4.18. dbra. A lényeges kiilénbség a hagyomanyos
listahoz képest, hogy minden listaelem harom darab kovetkezs hivatkozast tartalmaz, amelyek egymastol
fiiggetleniil mutatnak egy-egy tovabbi elemre (vagy éppen a @ értékkel jelzik, hogy nincs ilyen). Célszert
ugy elképzelni ezt a szerkezetet, mintha harom, egymastol teljesen fliggetlen lancolt listank lenne, amelyek
a tartalom részt megosztjak egymas kozott. Ennek megfeleléen rendelkeziink harom fej valtozéval is,

feje—{o |15 [0 Y 32|75y |41 |7y |45 [Py [0 hY |25 9 [+—feiv
4.17. adbra. Kétiranyu lancolt lista.
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4.18. abra. Tobbszorosen lancolt lista. Az példaban az egyes fejekbdl kiindulo listak adatai: fekete: 14,
32,41, 45, 11; kék: 14, 11, 45, 41, 32; piros: 11, 14, 32, 41, 45.

amelyek az egyes listdknak az elsG elemeire mutatnak (és lathatd, hogy a megadott kév mezst kovetve,
mindhérom lista esetében taladlunk egy lezér6 o jelet is).
Egy N-szeresen lancolt lista felépitése tehat az aldbbi:

e Tartalmi rész: Ez a rész tartalmazza magét, a listaelemben eltarolni kivant adatot. Ez megfelel az
egyiranyu lancolt listaban is targyalt tart mezének.

o Kovetkezs; hivatkozas rész (ahol 1 <4 < N): Azi. lanc alapjan a kovetkezs elemre valo hivatkozas.

A szerkezet hatranya természetesen itt is az, hogy minél tobb hivatkozést tarolunk, annél nagyobb
tarteriiletet fog kovetelni az adatszerkezet. A modosité algoritmusok is tobb odafigyelést igényelnek,
hiszen pl. minden torlésnél {igyelni kell arra, hogy minden sorrend szerint megfelelGen lancoljuk ki az
elemet (ami a lépésszamok tekintetében is meglehetSsen héatranyos lehet, ha ez mindig tjabb kereséseket
jelent).

Bizonyos esetekben azonban mégis érdemes lehet hasznalni ezt a megoldést, {6leg olyankor, amikor
ugyanazokat az adatokat tobbféle sorrendben is el szeretnénk térolni. Pl. személyek adatait eltarolhatjuk
életkor szerint, név szerint és igazolvany szam szerint rendezve. A feldolgozéaskor pedig mindig azon a
lancon haladunk végig, amelyik az aktualis szempontnak a leginkabb megfelel.

Szintén elényos tulajdonsiga ennek a mddszernek, hogy fiiggetleniil attél, hogy tobb lancot kezeliink,
a tartalmi részt csak egyszer kell eltarolnunk, hiszen minden lanc ezt ugyanabban az elemben tarolja. Ez
egyrészt hatékony tarhely-kihasznalast tesz lehet&vé, mésrészt a moédositasoknal ilyenkor csak egy helyen
kell valtoztatni az adatokat, nem sziikséges azt minden lancban kiilén-kiilon megtenni.

4.5.3. Ciklikus lancolt lista

A ciklikus lancolt lista (circular list) [4] elemeinek a felépitése nem kiilénbozik jelentSsen az egyszert
egyiranyud lancolt listanéal tanultaktol. Minden elem ugyanugy egy tartalmat és egy kovetkezd elemre
vonatkozé hivatkozast tarol.

A kiilonbség pusztan az (miként a 4.19. abran is lathato), hogy hiadnyzik a lista végérdl a lezaro
elem. A lista utolso6 eleme (méar ha egyaltalan utolsonak nevezhets ebben a szerkezetben) az els6 elemre
hivatkozik, igy az egész lanc egy kort alkot.

A megoldas egyik elénye az, hogy ezzel megszabadulunk néhany kivételes esett6l. Néhany algoritmus-
nal kiilon kellett foglalkoznunk az elsg és utolso elemekkel, mivel ezek el6tt/utdn mar nincsenek tovabbi
elemek. A ciklikus lancolt lista esetében ez lathatéan nem all fenn, hiszen (ha mar vannak elemeink a
listaban), akkor minden elemnél fogunk talalni rakévetkezst, illetve el6zét.

=

feg —| 10 > 15 > 20 > 6 > 34 > 25 | -]
4.19. abra. Ciklikus lancolt lista.
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A gyakorlatban ez a szerkezet f6leg olyan feladatoknal hasznalhato ki jol, amelyek eleve hasonlo,
gytrtszerd tarolast igényelnek. Ilyen lehet példaul a mar megismert véges méretd sor adatszerkezet,
ahol a folyamatosan behelyezett elemek egy id6 utan feliil kell, hogy irjék a legrégebben felvett elemeket.
A ciklikus lista ezt természetszeriien tamogatja, hiszen mindig a kovetkezs elemre lépegetéssel az utolsd”
elem utan azonnal az elsé elemre lépiink, igy megkezd&dhet a legrégebbi elemek feliilirasa.

Mindez persze jelent&s valtoztatasokat igényel a megismert algoritmusok esetében is, hiszen pl. a mar
megismert bejaras ebben az esetben egy végtelen ciklusba keriilne.

Esetenként érdemes lehet a kiilonféle megismert lancolt lista megvalésitasokat kombinélni is. Pél-
déul, ha az algoritmusaink ki tudjak hasznalni annak speciélis tulajdonsagait, érdemes lehet hasznélni
kétiranyu ciklikus listakat is akar.
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4.6. Lancolt listdk implementéacidja

Az eddigiek sordn megvizsgaltunk szdmos lancolt lista algoritmust, illetve a listak kiilonféle variacioit
is, azonban mindvégig elkeriiltiik az implementacidval kapcsolatos kérdéseket. A pszeudokddok jelentds
része egyértelmd ebbdl a szempontbol is, pusztén néhany (a pszeudokodban szandékosan nem definialt)
tipust, és midveletet kell pontositanunk.

Ezek az aldbbiak:

e T tipus: Ezt mar a bevezet&ben tisztaztuk, hogy alapvetGen tetszéleges tipusi adatot tarolhatunk
az adatszerkezetben. A rendezett lancolt listak esetében ezt csak annyival egészitettiik ki, hogy
rendezhetének kell lennie a tipusnak. Az algoritmusok soran tipikusan a listaelemek tart mezdje
volt ilyen tipusi, illetve segédvéltozok, paraméterek esetében is hasznéltuk.

e M tipus: Ezek a valtozok egy masik lancolt lista elemre tartalmaznak egy hivatkozéast. Az imple-
menticiotol fiiggden kiillonbozd tipustak lehetnek. A targyalt algoritmusokban a kdév mezd és fej
volt ilyen tipust, illetve néhény segédvaltozo (pl. p, e, 4j).

e ¢ érték: A pszeudokodokban kiilondsebb probléma nélkiil tudtuk hasznalni ezt a specialis jelet,
ezzel jelezve, hogy a hivatkozas nem egy tényleges elemre mutat. A tényleges implementéacioé soran
természetesen itt is pontosan definilni kell, hogy a M tipus melyik lehetséges értéke reprezentalja
majd a g-t.

e LETREHOZ(M) : M fliggvény: Ez a fliggvény létrehoz egy 1j lancolt lista elemet, és a visszatérési
érteke egy hivatkozas erre az 0j elemre (a hivatkozas tipusa az el6zéleg emlitettnek felel meg, tehat
M).

e FELSZABADIT(p : M) eljaras: Felszabaditja a paraméterként dtadott p altal hivatkozott listaelemet.
Megvalositasa fiigg mind a valasztott implementaciés modtol, mind pedig a hasznalt programozési
nyelvtol/futtatasi kornyezettol (pl. automatikus szemétgytjtéssel rendelkezs nyelvek esetében nincs
sziikség semmilyen miiveletre a nem hasznélt elemek felszabaditédsahoz).

4.6.1. Implementacié tombdkkel

A lancolt lista elemek tarolasakor az egyik lehetGség, ha ezeket egy tombben helyezziik el. Miként
a 4.20. 4bran is lathato, ebben az esetben a tombok egyes elemei maguk a lancolt lista elemek lesznek. A
tdmb tipusa célszeriien egy olyan Osszetett tipus, amely egyben tartalmazza a tartalmat és a kovetkezd
elemre vonatkozé hivatkozast is.

e A T tipus természetesen barmi lehet, ami a feladat szempontjabol megfelels. Elképzelhets, hogy
magaban a tombben téaroljuk a teljes értéket, de az is, hogy a tomb csak egy referenciat tartalmaz
a valodi tartalomhoz (pl. objektumok esetében).

L
Li1]|24]5 fej =3
L[2] |44 |4
L[3] |41 |1
L[4 |32 |0
L[5 |11 ]2

4.20. dbra. Tomb segitségével implementélt lancolt lista. Az 5 elemd L tomb a lancolt lista elemeit

tartalmazza. A fej értéke mutatja, hogy a tomb 3. eleme lesz az els6 a lanchan, majd a kovetkezs mezs

értékek jelzik a kovetkezd cimeket, egészen a lezard 0 értékig. A listaban 1évGs tartalmak sorrendje tehat:
41, 24, 11, 44, 32.
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4.21. 4bra. Mutatokkal megvalositott lancolt lista. A fej mutatéd az els elem kezdGcimére mutat, majd
ezt kdvetGen minden elem kdv mezGje a kovetkezd elem cimét tartalmazza.

e A M tipus ebben az implementaciéban egy egész szam. A szidmot Ggy hasznaljuk hivatkozasként,
hogy értéke azt mutatja, hogy a témb hanyadik elemére hivatkozik. A tomb egyes elemeinek a kdv
mezGjében 1évs értéke tehat azt jelzi, hogy melyik tomb elem lesz a lista kovetkezs eleme. A fej
valtozoban 1évs egész szam pedig azt mutatja, hogy a tomb hanyadik eleme lesz a lista els6 eleme.

e A ¢ érték a tipus ismeretében mar konnyen definidlhato. Ha a tomboket 1-t6l cimezziik, akkor pl.
a 0 szam jelezheti ezt a specialis értéket, amely azt reprezentalja, hogy nem egy tényleges elemrsl
van sz6. Mind a fej valtozo esetében, mind pedig az utolsé elem kév mezGjében hasznalhatjuk ezt
az értéket.

e A LETREHOZ(M) : M fiiggvény megvaldsitasa soran a tombben keresni kell egy szabad helyet, majd
pedig ennek a sorszamat kell visszaadni. Ennek megvaldsitasa soran elvégezhetiink egy keresést,
ahol megtalaljuk az els§, még el nem foglalt helyet, de sziikség esetén kiilonféle segédtablakkal is
gyorsithatjuk ezt a médszert. Tombdok esetében tényleges memoriafoglalasra nincs sziikség, hiszen
az adatszerkezet miikodésébsl addoddéan mar a tomb létrehozéasakor le kellett foglalnunk a teljes
sziikséges memoriateriiletet.

e A FELSZABADIT(p : M) eljards a tOomb esetén tényleges memoriafelszabaditist nem végez, pusz-
tan valamilyen forméaban jelzi, hogy a megadott elem mar felhasznalhato egy kovetkezs besziras
esetén. Ennek megvalositasanak természetesen igazodnia kell a LETREHOZ(M) fliggvény &ltal vart
allapotokhoz.

A tombben eltérolt lancolt lista 6tvozi a tombdk és a lancolt listdk elényeit, és persze a hitranyait
is. Egyszertien kezelhet$ (dinamikus memoriakezelés nélkiil), és a lancon keresztiili hozzéaférés esetében
a lancolt lista mtveleteknél megismert egyszerd médon tudunk 1) elemeket beszirni, illetve térolni a
lista kozepében. Ugyanakkor tovabbra is fennéll az a probléma, hogy mar a témb létrehozasakor megha-
tarozzuk az adatszerkezet maximalis méretét, illetve ennél kevesebb elem esetében jelentés mennyiségi,
feleslegesen lefoglalt memoriat igényelhet.

4.6.2. Implementacié6 mutatokkal/referenciakkal

A Tancolt listédkat az el6z6 megoldéssal szemben tobbnyire olyan dinamikus adatszerkezetként képzeljiik el,
ahol maguk az elemek a program futésa soran folyamatosan jonnek létre (az egyes beszuras miveleteknél),
illetve szabadulnak fel (a torlés miveletek soran). A megvalositas alapelve, hogy az egyes elemek a
memoria tetszGleges helyén elhelyezkedhetnek, az elemekre vonatkozé hivatkozasok pedig az egyes elemek
memoriabeli cimét tartalmazzék. A tényleges megvaldsitds torténhet mutatok segitségével, illetve az
OOP nyelvek esetében referenciak segitségével.

A megismert algoritmusok ebben az esetben is azonosak, pusztin a fejezet elején mar emlitett tipu-
sokat, illetve fliggvényeket kell pontosabban definidlnunk:

e A T tipus természetesen itt is barmi lehet, ami a feladat szempontjabol megfelels. A lista elemben
eltarolhatjuk magét a tényleges tartalmat, de elképzelhetd, hogy csak egy hivatkozést tarolunk ré.

e A M tipus ebben az implementécioban egy mutato, vagy egy referencia. A fej elem ezen keresztiil
kozvetleniil tartalmaz egy mutatot az elsé elem cimére, mig az egyes lanc elemek kdv mez6i mind
a listaban 6ket kovetd elemekre hivatkoznak.

e A ¢ érték esetében a programozasi nyelvek altal nytjtott lehetGsegek koziil valaszthatunk. Altala-
ban a dinamikus memoriakezelést tAmogatd nyelvekben létezik egy null, NULL, nil, stb. kulcsszo,
amely egy olyan értéket reprezentél, amit értékiil adhatunk egy mutatonak /referencianak, és ezzel
jelezhetjiik, hogy az valéjdban nem mutat valodi elemre.
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e A LETREHOZ(M) : M fliggvény megvalositasa szintén a valasztott programozasi nyelv lehet&ségei-
t6l fligg. Mutatok esetében dltaldban az adott nyelv kézvetlen memoriafoglalasi miveleteit tudjuk
hasznalni (pl. egy listaelemnyi méretti memoriateriilet lefoglaldsa), mig a referencidk esetében egy
objektumot hozhatunk létre, és az igy visszakapott objektum referencidval dolgozhatunk tovabb.

e A FELSZABADIT(p : M) szintén a konkrét programozési nyelvtél fliggd miivelet. Jelentheti egy koz-
vetleniil cimzett, el6z6leg lefoglalt memoriateriilet felszabaditasat, vagy akar egy referencia altal
hivatkozott objektum destruktoranak hivasat. Kiilon érdemes kiemelni az automatikus szemétgyj-
t6 mechanizmussal rendelkezd nyelveket, itt a felszabaditas mtiveleteket egyszertien elhagyhatjuk
(mivel a felszabaditand6 elemekre nincs hivatkozas, igy azokat el6bb-utobb a szemétgyjtd meg-

sziinteti).

AlapvetGen ez utobbi megoldast (4.21. dbra) tekintjiik a lancolt lista megvaldsitésok sorén a kovetends
utnak, hiszen csak ez tud biztositani a fejezet elején emlitett elnyck koziil néhanyat: nem igényel
Osszefiiggd memoriateriiletet, tovabbé a lista mindig csak annyi helyet foglal a memoériabol, amennyit az
altala tartalmazott lista elemek ténylegesen igényelnek.
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5. fejezet

Binaris keres6fa

5.1. Binaris keresé6fa felépitése

A grafelméletben fanak nevezziik a kormentes, osszefiiggs grafokat. Mi azonban egy kicsit méas definicio
alapjan kozelitjiik meg ezeket [1]: egy fa nem més, mint csomdpontok (nodes) halmaza, amelyeket élek
(edges) kotnek Ossze, és teljesiilnek az alabbi feltételek:

o létezik egy kitiintetett csomoépont: a gydkér (root),
e a gyokeértdl kiilonb6z6 minden méas csomoépont egy éllel van 6sszekotve a sziilGjével,

o Osszefiiggs, tehat barmelyik nem-gyokér csomopontbol kiindulva, a sziil6kon keresztiil a gyokérhez
eljutunk.

A két definicié kozti (szdmunkra a megvaldsitas szempontjabol nagyon fontos) kiilonbség az, hogy ez
utobbi esetben a fa egy csomopontjat kitlintetettként kezeljiik. A léancolt lista fejéhez hasonloan, ez lesz
a fa egyetlen kiviilrdl is elérhets eleme, amelyen keresztiil (kozvetleniil vagy kozvetve) hozzéaférhetiink
majd a tobbihez.

Ebben a fejezetben csak ugynevezett bindris fakrdl lesz szd, ahol minden sziilGelemnek legfeljebb
kettd gyereke lehet (tehéat a gyerekek szama 0, 1 vagy 2). A binaris kereséfa taroldsa soran ezt a két
gyerekekre val6é hivatkozést gyakran nevezziik bal-, illetve jobboldali hivatkozasnak. Ennek megfelelGen
beszélhetiink bal- illetve jobboldali gyerekrél, és bal- illetve jobboldali részfarél is. Néhany tovabbi, a
késébbiekben hasznélni kivant fogalom (ahol x és y fa csomopontok):

e Ha létezik egy x-b6l y-ba vezetd él, akkor x-et az y szuldjének, y-t pedig az x gyerekének nevezziik.
Példaul az 5.1. abran a 31-es elem sziilGje a 24-es, illetve a 24-es gyereke a 31-es. A gyokérelemnek
nincs sziilgje, minden més csomépontnak pontosan egy van.

e Az x és y elemek testvérek, ha azonos a sziilgjiik. Az 5.1. abran két testvér példaul az 58 és
a 71 (sziikség esetén az emberi csaladfakhoz hasonlé modon definidlhaté a nagysziils, nagybacsi,
unokatestvér, stb. fogalmak is).

e Az ut csomoépontok és élek valtakozd sorozata, amely mindig cstccesal kezdGdik és vegzodik, és
minden cstucsot valamelyik gyereke koveti a sorozatban, illetve minden él két végpontja az 6t
megel6z6 és kovets csomopont (mivel egy fardl beszélink, egy séta mindig at is egyben). Az ut
hossza az &t alkotd élek szama.

e Ha vezet ut z-bdl y-ba, akkor = az y dse, az y pedig az x leszdrmazottja. Amennyiben x # y, akkor
valodi 6srél, illetve valodi leszarmazottrol beszélink. Az 5.1. abran az 50-es elem (valodi) Gse a
16-osnak, mig a 16-os (valodi) leszarmazottja az 50-esnek.

e Valddi leszarmazottal nem rendelkezd csomépontokat leveleknek nevezziik. Az 5.1. abran a levelek
az alabbiak: 12, 16, 31, 58, 68, 82.

e Egy x csomépont az Osszes leszarmazottjaval egy részfat alkot, aminek a gyodkere az x. Tehat
az 5.1. abran a 64 gyOkert részfa elemei: 64, 58, 71, 68, 82.
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(a) A teljes fa, ahol 4brazoljuk a levelek lezaro bal és jobb hivatkozésait.

lgy()’kér

(b) Ugyanaz a binaris fa, csak a késGbbiekben is lathaté modon, itt mar nem
abrazoljuk a levelek alatt talalhato lezard @ jeleket.

5.1. dbra. Egy minta binaris keres6fa, amelyben egész szamokat tarolunk.

e Egy csomdpont mélysége egyenld a gyokértdl hozza elvezetd ut hosszéaval.
e Egy csomdpont magassdga a leghosszabb, innen kiindulé és a levelekig vezets it hossza.
e A fa magassdga a gyokér magassaga.

A binéris fak egy specialis esetének tekinthetSk a binéris keres6fak. A keresdfdk célja a hatékonyabb
keresés érdekében az adatok olyan reprezenticidja, amely gyors visszakeresést és dinamikus hasznéalatot
tesz lehet&ve [7]. Ez az igény a binaris fat annyibol specializalja, hogy a faban talalhaté kulcsok rendezve
vannak az aldbbiak szerint: minden egyes csomépontra igaz, hogy a baloldali részfajaban 1évé csomopon-
tok nala kisebb, a jobboldali részfajaban lévé csomopontok pedig nala nagyobb kulcsokat tartalmaznak
(vagy épp forditva). Az 5.1. bra egy példat mutat binaris kerestfara.

A konkrét technikai megvalositas soran a binaris kereséfa csomopontokat altaldban az aldbbi négy
részre bonthatjuk:

e Tartalmi rész: Ez a rész tartalmazza magit, a fiban eltarolni kivant adatot. Nincs semmiféle
megkotésiink ennek a tipusara, lehet szam, szoveg, vagy akar tetszéleges osztaly tipus is. Azt
azonban altalaban kikotjiik, hogy az egyes csicsok mind azonos tipusi adatokat tartalmazzanak.
A példdkban ezt a mez6t mindig tart néven fogjuk hasznélni, ami T tipusd.

e Kulcs rész: A binéaris keres6fa esetében a rendezettséget mindig ehhez a kulcsmezshoz kotjiik.
Tipusa a tartalomhoz hasonldéan barmilyen tipus lehet, persze csak olyan, ami Gsszehasonlithato.
A kulcsot mindig egyedinek tekintjiik, két azonos kulcsi elem nem lehet egy binaris keres6faban.
A kules gyakran szorosan Gsszekapcsolddik a tartalommal, pl. ha a tartalom egy Osszetett érték
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(hallgatéi adatok tarolasa esetén név, életkor, évfolyam stb.), akkor a kulcs ennek lehet az egyik
komponense (pl. a név mezs). Egyszertibb esetekben nincs is sziikség a tartalom és a kulcs
megkiilonboztetésére, mi is ezt kovetjiik majd a példaink soran, a fa egyes elemeiben egész szamokat
fogunk tarolni, igy maga a szam lesz az eltarolt tartalom, és egyben a rendezés alapjat jelentd kulcs
is. A példakban kulcs néven hivatkozunk majd erre a mezére, ami K tipust.

e Bal hivatkozas rész: A fa minden eleme tartalmaz egy hivatkozast a baloldali részfajanak elsé
elemére. A mez6 tipusa a lista megvaldsitasatol fiiggGen tobbféle lehet, erre még a késgbbi, imple-
mentécids résznél visszatériink (addig is a legegyszeriibb a fa elemeit objektumként, a bal és jobb
mez6t pedig objektum referenciaként felfogni). A példakban ezt a mez6t mindig bal néven fogjuk
hasznélni. Amennyiben egy csomoépontnak nincs baloldali részfaja, agy ennek a mezének az értéke
o lesz. A mez6 M tipusi.

e Jobb hivatkozas rész: Ertelemszerten a jobboldali részfa elsé elemére hivatkozik. A példakban jobb
néven hivatkozunk erre a mezére. Amennyiben nincs jobboldali részfa, akkor a mezé értéke @ lesz.
A mez6 M tipusi.

A binaris fa egy eleme technikailag nagyon hasonlit az el6z6 fejezetben megismert lancolt listaéhoz,
azzal a kiegészitéssel, hogy a tartalmi rész mellett nem csak egy kdv, hanem egy-egy bal illetve jobb hivat-
kozast tartalmaz. Latni fogjuk azonban, hogy ez a kis kiegészités jelentGsen megvéltoztatja a feldolgozo
és modosité miveleteinket (pl. méar a legegyszertibb bejarasnal is felmeriil a kérdés, hogy a gySkérelembdl
kiindulva mit értiink ,kovetkezs” elem alatt).

A lancolt listanal sziikségiink volt egy fej nevi kiils6 hivatkozasra, ami a lista els§ elemére mutatott.
A fanal erre szintén sziikségiink lesz, itt azonban hagyomanyosan gyékér-nek szoktuk elnevezni, habar a
szerepe teljesen azonos. Ezen keresztiil tudjuk elérni a fa gyokérelemét, majd azon keresztiil a tobbit.
Ures fa esetében a gyokér valtozo értéke @.

Erdemes észrevenni a binaris kereséfa esetében annak rekurziv felépitésat. A fat ugy is elképzelhetjiik,
hogy az all egy gyokérelembdl, illetve egy bal és jobboldali részfabol. Ahol mindkét részfa tulajdonképpen
egy gyokérelem és az ahhoz tartozo bal és jobboldali részfa, stb. A rekurziv adatszerkezeteket gyakran
rekurziv algoritmusokkal tudjuk a leghatékonyabban feldolgozni, itt is erre latunk majd példakat. Erde-
mes megjegyezni, hogy az 6sszes felsorolt mivelet megvalosithaté nem rekurziv formaban (s6t, ez még
hatékonyabb megoldést is adhat).

a Megjegyzés D

A lancolt lista esetében egyébként ugyanigy megfigyelhets egy rekurziv jellemzs. Hiszen
maga a lista felfoghato tgy, hogy all egy fej elembdl, illetve egy ahhoz kapcsolt tovabbi
lancolt listabol. Ennek megfelelGen a lancolt lista feldolgozéasok egyszertien megadhatok
rekurziv miiveletekkel is. Mig azonban a fak esetében a rekurziv megoldast fogjuk gyakran
egyszeriibbnek és természetesebbnek talalni, addig a lancolt listak esetében ezek gyakran
\ oncélunak és feleslegesen bonyolultnak ttinnek. )
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5.2. Bejarasok

A lancolt listaknal mar lattuk, hogy a bejaras egy olyan mivelet, amely az adatszerkezet minden egyes
elemét pontosan egyszer dolgozza fel. A listanal szinte nem is taladlhatunk mas modot a bejarasra, csak
amit meg is vizsgaltunk. A fej hivatkozason keresztiil ugyanis csak az elsé elemet tudjuk elérni, innen
pedig csak mindig a kovetkezd elemekre tudunk tovabb lépegetni. Ebbdl adéddan az elemek bejarasi
sorrendje mindig megfelelt azok lancbeli sorrendjének.

A fak esetében ez mar nem ilyen egyértelmi. Ha megnézziik az 5.1. abrat, akkor lathato, hogy maga
a kezddpont itt is egyértelmii (hiszen a fabol kiviilr§l csak a gyokér hivatkozast latjuk, ami a gyokér
elemre hivatkozik), azonban az innen valé tovabblépés mar tobb iranyba is torténhet. Tovabbléphetiink
els6ként a 24, illetve a 64 kulcsi elemre is. Majd az ezekrdl valo tovabblépés ugyanigy tobb irdnyban is
megtorténhet.

A fentieknek megfelelGen a binaris kereséfanal tobbféle bejards miiveletet is megkiilonboztetiink.
Erdemes megjegyezni, hogy maga a bejaras definicidja ugyanaz maradt igy is, mindegyik bejaras minden
elemet pontosan egyszer fog feldolgozni. Az egyetlen kiilonbség pusztén az, hogy milyen sorrendben
érjiik el a faban talalhaté csomoépontokat, illetve mikor dolgozzuk fel az azokban téarolt tartalmakat.

5.2.1. Preorder bejaras

Az egyik lehetséges bejarasi mod a fa preorder bejarasa. Az 5.1. algoritmus mutatja a hozza tartozo
pszeudokodot. A bejaras 1épései az alabbi sorrendben dolgozzak fel a csomopont elemeit:

e Csomoépont tartalménak feldolgozasa.
e Csomopont baloldali részfajanak feldolgozésa.
e Csomopont jobboldali részfajanak feldolgozasa.

Az eljaras hivasat kdvetGen mindig ellendrizziik, hogy a paraméterként atadott p hivatkozas egy
valodi csomopontra mutat-e. Ures fa esetében ugyanis elképzelhets, hogy mér a meghivaskor az ilyenkor
szokésos @ értéket kapjuk els6 paraméterként. Amennyiben az ellenérzés azt mutatja, hogy a valtozo
értéke megfelels, akkor feldolgozhatjuk az &ltala hivatkozott csomépont tartalmat.

Ezt koveti a csomoépont részfainak a feldolgozasa. ElGszor a csomoépont baloldali részfdjaban 1évé ele-
meket dolgozzuk fel, ezt egy rekurziv hivissal egyszeriien meg tudunk tenni. Miutan a rekurzi6 visszatért
(tehat a baloldali részfa minden eleme fel lett dolgozva), kovetkezhet a jobboldali részfa feldolgozasa egy
ujabb rekurziv hivassal. Miutan mindharom mivelet befejezddott, az eljards véget ér, ezzel a rekurzié
visszalép egy szinttel (illetve a legelss szinten visszalép az 6t meghivohoz).

A 2. sorban talalhaté p ellendrzésnek a rekurzié szempontjabol is fontos szerepe van. Az egyes
részfik feldolgozasa sorén egyre mélyebbre keriiliink a faban, és mivel feltételezziik, hogy az véges szamu
elemet tartalmaz, igy el6bb-utébb elériink a levelekig. Ezeknek méar nincsenek bal-, illetve jobboldali
gyerekeik, de a rekurzié ugyanigy meghivodik ezekre az dgakra is. Ilyenkor az eljaras kovetkezs szintje
paraméterként mindig ¢ értéket kap majd (hiszen ezzel jeloltiik a leveleknél, hogy hivatkozésaik nem
valodi elemekre mutatnak), igy ezzel allitjuk meg a rekurziot. Mindez persze nem csak a levél elemek
esetében, hanem az egy gyerekkel rendelkezé csomoépontoknél is hasonléan mikddik.

Az 5.2. abra lépésenként mutatja be egy binaris keres6fa preorder bejarasanak lépéseit (az also in-
dexszel rendelkezs p valtozok az el6z6 rekurzios szintek értékeit mutatjak). A végeredményként kapott
szamsor fontos szerepet kap a teljes fa elmentésekor, mivel ez alapjan fel tudunk épiteni egy, az eredetivel
megegyezs fat.

a Megjegyzés 0

A szdmsor értelmezésébdl talan mar sejthets, hogy a beszurasok sorrendje befolyésolja a
létrehozott fa szerkezetét. Tehat még ha ugyanazokat az elemeket is helyezziik el a faban,
de kiilonbo6z6 sorrendben, akkor is elképzelhetd, hogy kiilonboz6 szerkezett fakat kapunk.
Mindez persze nem torvényszert, konnyen talalhatunk olyan példakat, ahol kiilénb6z6
sorrendben megadott (de természetesen azonos) szamokat felvéve ugyanahhoz a fahoz
\ jutunk. Erdemes egy-egy példat keresni ezekre. )
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= +

(a) A p az eljaras inditasakor a gyokérelemre hi-

vatkozik. A rekurziv algoritmus els§ lépésének

megfelelGen feldolgozza ezt az elemet, majd balra
lép.

P1

l gyokér

P2

)
:

(c) A 12-es elemre érve, azt azonnal feldolgozza. Mivel
mar sem balra, sem jobbra nem tud tovabblépni, Igy
visszatér a rekurzid el§z6 szintjére.

@)

Kimenet

50 24 12 ‘

pP1

i gyokeér

p
ORRORNC
(Kimenet

50 24
(e) A 31-es elem esetében is megtorténik a feldol-
gozéas. Itt sincs lehetGség sem balra, sem pedig
jobbra lépni. Ezért visszalépés az el6z6 szintre.

@)

12 31 ‘

Kimenet
(50 24 ‘
(b) A rekurziv algoritmus ellenérzi, hogy az elem

nem @. Mivel nem az, igy ismét feldolgozza az
aktualis elemet, majd balra lép.

D1 l gyokér

Kimenet
(50 24 12 ‘

(d) Ezen a szinten a feldolgozés és a bal részfa be-
jarédsa mar megtortént. Emiatt tovabblép a jobb-
oldali részfara.

P1

l gyokér

® @& ® @

Kimenet
(50 24 12 31 ‘

(f) Megtortént a feldolgozas, baloldal és jobboldal
bejaras, igy innen is visszaébblép a rekurzié az
el6z6 szintre.

5.2. abra. Binéris keres6fa preorder bejarasa. A feldolgozas a csomoépontok tartalmat kiirja a kimenetre.
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Kimenet
(50 24 12 31 ‘

(g) A legfelss szinten a feldolgozas és a bal oldal

bejarasa mar megtortént. Ezt koveti az a lépés,

ahol az eljaras meghivja 6nmagat, paraméterként
atadva a jobboldali részfat.

P1 l gyokér

® @& ® @

Kimenet
(50 24 12 31 64 ‘

(h) A 64-es elem szintjén elGszor megtorténik a
feldolgozas, majd ellendrzi a bal oldalt. Mivel itt
vannak elemek, igy azonnal tovabb is lép erre.

P1 i gyokér

Kimenet
(50 24 12 31 64 58 ‘

(i) Az eljaras feldolgozza az 58-as elemet. Majd

a bal részfajat, ami iires. Ezt koveti a jobb ol-

dal vizsgalata, ami szintén iires. Ezt kovetGen a
rekurzidé visszabblép egy szinttel.

D1 l gyokér

®» ®» ®

Kimenet
(50 24 12 31 64 58 71 ‘

(k) Az eljaras feldolgozza az 71-es elemeet. Ezt kiveti
az elem bal részfaja, majd a jobb oldal vizsgalata, ami
szintén iires. Ezt kovetGen a rekurzi6é visszabblép egy

szinttel.

Kimenet
(50 24 12 31 64 58 ‘

(j) A 64-es elem, és a baloldala mar fel lett dol-
gozva, ezért az algoritmus meghivja 6nmagat a
jobboldali részfara.

D2 l gyokér

@)

(12) ® @

Kimenet
(50 24 12 31 64 58 71 ‘

(1) Ezen a szinten mar lefutott mindharom mdve-
let, igy a rekurzid egy szinttel visszalép.

5.2. abra. Binéris keresdfa preorder bejarasa. A feldolgozas a csomoépontok tartalmat kiirja a kimenetre.
(folytatas)
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Kimenet
(SO 24 12 31 64 58 71 ‘

(m) A gyokérelemnél is megtortént a bal és jobb-
oldali részfa bejarasa, illetve az elem feldolgozasa.
Ezzel az eljaras véget ért.

5.2. abra. Binéaris keresdfa preorder bejarasa. A feldolgozas a csomoépontok tartalmat kiirja a kimenetre.
(folytatas)

5.1. Algoritmus Binaris kereséfa preorder bejarasa

Bemenet: p- M
1: eljaras PREORDERBEJARAS(p : M)
2 ha p # ¢ akkor
3 FELDOLGOZ(p.tart)
4: PREORDERBEJARAS(p.bal)
5 PREORDERBEJARAS(p.jobb)
6 elagazas vége
7: eljaras vége

Eljaras hivasa: PREORDERBEJARAS(gydkér)

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e p: A fa aktudlisan vizsgalt eleme.
e FELDOLGOZ(elem : T): Eljaréas, ami feldolgozza a paraméterként atadott tartalmat.
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5.2.2. Inorder bejaras

A binéris keres6fa inorder bejarasa ez el6zéek alapjan méar valoszinileg konnyen érthet lesz (5.2. algo-
ritmus). A bejaras egészen hasonlé modon jarja be az elemeket, pusztan abban kiilonbozik a megoldas
a preordernél lathatotol, hogy mas az egyes csomépontokban elvégzett miveletek sorrendje:

e Csomoépont baloldali részfajanak feldolgozasa.
e Csomoépont tartalmanak feldolgozasa.

e Csomopont jobboldali részfajanak feldolgozasa.

Az eljaras itt is a p ellendrzésével kezdddik, hiszen iires fa esetében elképzelhetd, hogy méar a legelss
hivasnal is @ értéket kaptunk paraméterként. Az eljaras hasonlé modon hivja 6nmagét, elGszor feldolgozza
a baloldali részfaban taldlhato elemeket. Miutan végzett a részfaval, utana dolgozza csak fel az aktualis
csomopontban talalhato tartalmat, majd ezt kévetSen tér at a jobb oldali részfara.

Az 5.3. abran is lathatd, hogy az algoritmus hasonléan miikodik, ugyanaz a levélelemeknél is a
¢ mutato szerepe, ez allitja meg a rekurziv hivasok lancolatat. Erdemes megvizsgalni a feldolgozas
sorrendjeként kapott szamsort, bar itt jéval nyilvanvalobb ennek gyakorlati haszna, tulajdonképpen kulcs
szerint novekvdé sorrendben kaptunk meg az elemeket. Jelen példankban a fat agy rendeztiik, hogy
minden csomoépont baloldalan néla kisebb, jobb oldalan pedig nala nagyobb elemek vannak. Mivel az
inorder bejaras alapelve az volt, hogy minden csomdpont feldolgozasa el6tt végigjarja az 6 teljes baloldali
részfajat (tehat az 6sszes nala kisebb elemet), majd pedig a csomoépont feldolgozasa utéan annak jobboldali
részfajat (tehéat az 6sszes nala nagyobb elemet), igy konnyen belathato, hogy miért lesz rendezett az igy
kapott lista.

( Megjegyzés w

Erdekes lehet a faban levs elemek kulcs szerint forditott sorrendjében valé feldolgozasa.
Ehhez csak meg kell cserélniink a bal- és jobboldali részfa meghivast, hiszen igy minden
csomoépont feldolgozas el6tt a nala nagyobb, utdna pedig a nala kisebb elemeket fogja
feldolgozni a bejaras.

5.2. Algoritmus Binaris keres6fa inorder bejarasa

Bemenet: p- M
1: eljaras INORDERBEJARAS(p : M)
2 ha p # ¢ akkor
3 INORDERBEJARAS(p.bal)
4: FELDOLGOZ(p.tart)
5 INORDERBEJARAS(p.jobb)
6 elagazas vége
7: eljaras vége

Eljaras hivasa: INORDERBEJARAS(gydkér)

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e p: A fa aktudlisan vizsgalt eleme.
e FELDOLGOZ(elem : T): Eljaras, ami feldolgozza a paraméterként atadott tartalmat.
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(a) A p az eljaras inditasakor a gyokérelemre hi-
vatkozik. A rekurziv algortmus els§ lépésének
megfelelGen balra lép.

D1 l gyokér

@ @ @
— }

(b) A rekurziv algoritmus ellen6rzi, hogy az elem
nem @. Mivel nem az, igy ismét azonnal balra lép.

P lgyﬁkér

Kimenet
g \

(¢) Mivel balra méar nem tud lépni, igy feldolgozza a
p altal mutatott elemet. Ezt kovetSen jobbra ellenérzi
a fat, de arra se tud tovabbhaladni. Igy visszalép a

rekurzié el6z6 szintjére.

P1 l gyOkéT

Kimenet
(12 24 ‘
(d) Ezen a szinten a bal részfa feldolgozasa mar

megtortént. Emiatt feldolgozza az aktualis ele-
met, majd tovabblép a jobboldali részfara.

P1 i gyokér

Kimenet
(12 24 31 ‘

(e) A 3l-es elem esetében sincs lehetGség balra
lépni. Ezt koveti a feldolgoas, a jobb oldal ellen-
Orzése, majd visszalépés az el6z6 szintre.

Kimenet
(12 24 31 ‘
(f) Megtortént a baloldal bejarasa, a feldolgozas,

a jobboldali bejaras, igy innen is visszalép a re-
kurzi6 az el6z6 szintre.

5.3. abra. Binaris keres6fa inorder bejarasa. A feldolgozas a csomopontok tartalmat kiirja a kimenetre.
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Kimenet Kimenet
(12 24 31 50 ‘ (12 24 31 50 ‘

(g) A legfelss szinten a bal oldal bejardsa mar

megtortént. Ezt koveti a feldolgozas, majd az el-

jaras meghivja 6nmagat, paraméterként dtadva a
jobboldali részfat.

(h) A 64-es elem szintén elGszor ellendrzi a bal ol-
dalt. Mivel itt vannak elemek, igy azonnal tovibb
is lép erre.

D1 l gyokér p1 i gyokér

Kimenet Kimenet
(12 24 31 50 58 ‘ (12 24 31 50 58 64 ‘

(i) Az eljaras feldolgozza az 58-as elem bal részfa-

jat, ami iires. Ezt koveti az 58 feldolgozasa, majd

a jobb oldal vizsgalata, ami szintén iires. Ezt ko-
vetSen a rekurzié visszabblép egy szinttel.

(j) A 64-es elem baloldala mar fel lett dolgozva,
ezt koveti az elem feldolgozésa, majd az algorit-
mus meghivja 6nmagat a jobboldali részfara.

p1 l gyokér Do l gybkér

G o 6 W 6B 6 o

Kimenet Kimenet
(12 24 31 50 58 64 71 ‘ (12 24 31 50 58 64 71 ‘

(k) Az eljaras feldolgozza az T1l-as elem bal részfajat,

ami iires. Ezt koveti a 71 feldolgozasa, majd a jobb

oldal vizsgalata, ami szintén iires. Ezt kdvetSen a re-
kurzié visszabblép egy szinttel.

(1) Ezen a szinten mar lefutott mindharom mdve-
let, igy a rekurzid egy szinttel visszalép.

5.3. dbra. Binéris keres6fa inorder bejarasa. A feldolgozas a csomépontok tartalmat kiirja a kimenetre.
(folytatas)
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Kimenet
(12 24 31 50 58 64 71 ‘

(m) A gyokérelemnél is megtortént a bal és jobb-
oldali részfa bejarasa, illetve az elem feldolgozasa.
Ezzel az eljaras véget ért.

5.3. dbra. Binéris kereséfa inorder bejarasa. A feldolgozas a csomdpontok tartalmat kiirja a kimenetre.
(folytatas)

5.2.3. Postorder bejaras

A postorder bejaras soran is is ugyanazt a harom miveletet végezziik el minden egyes csomépontban,
azonban a tartalom feldolgozasa a sorrendben az utolsé helyre keriil (5.3. algoritmus). Ennek megfelelGen
minden elem esetében az alabbi 1épések torténnek meg:

e Csomopont baloldali részfajanak feldolgozasa.
e Csomopont jobboldali részfajanak feldolgozasa.

e Csomopont tartalmanak feldolgozasa.

Egy lehetséges megvalositast mutat az 5.3. algoritmus. Kezdetben ez is ellendrzi, hogy a p véltozoé ér-
téke nem @, aminek kdszonhet&en a rekurzié megéll a levélelemek alatt, illetve ugyanennek készonhet&en
mukddik az algoritmus iires fa esetében is.

Az 5.4. 4bra mutat egy példat a postorder bejarasra. Az algoritmus alapja, hogy el6szér mindig be-
jarja a két részfat, majd csak ezt kdvetGen dolgozza fel az aktudlis elem tartalmat. Ennek kdszonhetSen
a teljes fa felszabaditasakor jol hasznalhato, hiszen a feldolgozas mindig csak levélelemeken fog lefutni.
Bar a binéris keres6fabol valo torlést csak késGbb targyaljuk, de sejthetd, hogy a leveleket lesz a legegy-
szeriibb kitorolni (az dbran is lathato, hogy a 12 és a 31 feldolgozasa utan kovetkezik a 24 feldolgozéasa
(ez ugyan alapesetben nem levél, de ha a 12 és 31 elemeket mar toroltiik, akkor mar ez is levél lesz).

a Megjegyzés N

Erdemes lehet megfigyelni, hogy mindharom bejaras esetében a rekurzié ugyanolyan sor-
rendben érintette az elemeket. Ha a feldolgozastol fiiggetleniil csak a p mutato utjat
figyeljiik, akkor lathaté, hogy a pre-, in- és postorder bejarasok soran is ugyanazt az
utat jarta be, a kiilonbség pusztan annyi, hogy maga a feldolgozas mikor toérént: amikor
ralépett az elemre (preorder), amikor elhagyta az elemet (postorder) vagy a két részfa
L feldolgozasa kozben (inorder). )
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p l gyokér P l gyokér

( Kimenet ] ( Kimenet }

(a) A p az eljaras inditasakor a gyokérelemre hi- (b) A rekurziv algoritmus ellen6rzi, hogy az elem
vatkozik. A rekurziv algortmus els¢ lépésének nem @. Mivel nem az, igy ismét balra 1ép.

megfelelGen el6szor balra 1ép.

D1 i gyokér D1 lgy()’kér

Kimenet Kimenet
E B \

(¢) A 12-es elemre érve, mivel mér sem balra, sem jobb-  (d) A 24-re visszalépre azonnal megkezdi a jobb-
ra nem tud tovabblépni, feldolgozza az elemet. Ezt k- oldali részfa feldolgozasat.
vetGen visszatér a rekurzié el6z§ szintjére.

1 l gyokér D1 i gyokeér

Kimenet Kimenet
(12 31 ‘ (12 31 24 ‘

(e) A 31-es elem esetében mar nincs lehetGség sem (f) Megtortént a baloldal és jobboldal bejarasa,
balra, sem pedig jobbra lépni. Ezért ezt az elemet igy itt is megtorténik a feldolgozéas, majd innen is
is feldolgozza, majd visszalépés az el6z6 szintre. visszalép a rekurzié az el6z§ szintre.

5.4. dbra. Binaris kereséfa postorder bejarasa. A feldolgozas a csomopontok tartalmét kiirja a kimenetre.

Szénasi Sandor 126 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



Kimenet Kimenet
(12 31 24 ‘ (12 31 24 ‘

(g) A legfelss szinten a bal oldal bejardsa mar
megtortént. Ezt koveti az a 1épés, ahol az elja-

ras meghivja dnmagat, paraméterként atadva a
jobboldali részfat.

(h) A 64-es elem szintjén elGszér ellendrzi a bal ol-
dalt. Mivel itt vannak elemek, igy azonnal tovibb
is lép erre.

D1 l gyokér p1 i gyokér

Kimenet Kimenet
(12 31 24 58 ‘ (12 31 24 58 ‘

(i) Az eljaras ellenérzi a bal részfajat, ami iires.

Ezt koveti a jobb oldal vizsgalata, ami szintén

iires. Ezt kivetGen az 58-as elemet feldolgozza,
majd a rekurzié visszabblép egy szinttel.

(j) A 64-es elem baloldala mar fel lett dolgozva,
ezért az algoritmus meghivja énmagat a jobbol-
dali részfara.

p1 l gyokér Do l gybkér

G o 6 W 6B 6 o

Kimenet Kimenet
(12 31 24 58 71 ‘ (12 31 24 58 71 64 ‘

(k) Az eljaras ellendrzi az Tl-es elemet. Elsg lépés a

bal részfaja, majd a jobb oldal vizsgalata, ami szin-

tén iires. Végiil feldolgozza az elemet, majd a rekurzio
visszabblép egy szinttel.

(1) Ezen a szinten mar lefutott a két részfa beja-
ras, ezért most jon a 64 feldolgozasa. Ezutan a
rekurzié egy szinttel visszalép.

5.4. dbra. Binaris keresdfa postorder bejarasa. A feldolgozas a csomopontok tartalmét kiirja a kimenetre.
(folytatas)
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Kimenet
(12 31 24 58 71 64 ‘

(m) A gy6kérelemneél is megtortént a bal és jobbol-
dali részfa bejarasa, ezért most kovetkezik az elem
feldolgozasa. Ezzel az eljaras véget ért.

5.4. dbra. Binaris keresdfa postorder bejarasa. A feldolgozas a csomopontok tartalméat kiirja a kimenetre.
(folytatas)

5.3. Algoritmus Binaris keres6fa postorder bejarasa

Bemenet: p- M
1: eljaras POSTORDERBEJARAS(p : M)
2 ha p # ¢ akkor
3 POSTORDERBEJARAS(p.bal)
4: POSTORDERBEJARAS(p.jobb)
5 FELDOLGOZ(p.tart)
6 elagazas vége
7: eljaras vége

Eljaras hivasa: POSTORDERBEJARAS(gydkér)

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e p: A fa aktudlisan vizsgalt eleme.
e FELDOLGOZ(elem : T): Eljaréas, ami feldolgozza a paraméterként atadott tartalmat.
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5.2.4. Keresés

Keresés szempontjabol meg kell kiilonboztetni egymastol két esetet: ha a kulcs alapjan keresiink, illetve
ha a tartalomra vonatkozo szabalyok alapjan keresiink. A fa felépitése az elGbbit tamogatja, errdl szol
részletesebben ez a fejezet, itt a keresés paramétere egy kulcs tipusanak megfelel§ érték, és vissza kell
adnunk azt a tartalmat, ami ehhez a kulcshoz tartozik (tehat amit ezzel a kulccesal egyiitt szartunk be
a faba). A tartalom alapjan valo keresés joval rugalmasabban kezelhetd, itt kereshetiink a tartalom
tipusdnak megfelels konkrét értéket, de a programozasi tételeknél megszokott valamilyen (F') feltételnek
megfelel§ elemet is. Mindkét esetben az elézéekben megismert bejarasok egyikét kell gy modosita-
ni, hogy a feldolgozés tulajdonképpen a keresési feltétel kiértékelése legyen, és ha taldltunk megfelels
elemeket, akkor az legyen a keresés visszatérési értéke.

A kulcs szerinti keresés ennél sokkal hatékonyabban megvalésithaté. A rekurziv adatszerkezet fel-
épitésébdl adédoan itt is megadhatjuk a keresést rekurziv formaban: megvizsgaljuk a fa gyokérelemét,
amennyiben az a keresett kulcsot tartalmazza, akkor végeztiink (megtalaltuk), ha nem, akkor a kulcs
értékeétdl fiiggGen keresiink a jobb-, illetve a baloldali részfaban. A keresés akkor ér véget, ha megtalaltuk
a keresett elemet, vagy elértiink a fa aljara (tehat a levél alatti @ értékekhez), és nincs hova tovabb lépni.

A keresés algoritmusa (5.4. algoritmus) némileg hasonlit a bejarasokhoz, a lényeges kiilonbség az,
hogy a p nem mindig egy el6re régzitett utvonalat jar be, hanem mindig a keresett értéknek megfelelGen
dontiink, hogy az egyes csomépontokbol milyen irdnyba lépjen tovabb.

Az algoritmus 2. sordban itt is megvizsgaljuk a p értékét, hogy az egy valodi elemre hivatkozik-e. Ez
lesz a rekurzié egyik megallasi feltétele, ugyanis egy @ érték azt jelenti, hogy az el6zd rekurzios szinten
olyan irdnyba léptiink tovabb, ahol méar nincsenek elemek, igy biztos nincs benne a keresett elem a
binéris kerestfaban. Ugyanez az ellenérzés felelGs azért is, hogy tires fa esetében az eljaras hiba nélkil
visszatérjen (értelemszertien egy nemleges valasszal, hiszen abban biztos nem szerepel a keresett elem).

Ezt koveti a kulcs ellendrzése, elGszor megvizsgaljuk, hogy a p altal aktudlisan hivatkozott csomdpont
kulcsa kisebb-e mint a keresett. Amennyiben igen, akkor a rendezettségnek megfelelGen a keresett elem
a jobboldali részfaban kell, hogy legyen, igy a fliggvény meghivja 6nmagat ebbe az irdnyba. Elképzelhets
persze, hogy nincsenek gyerekei ezen az agon, ilyenkor maga a meghivas még megtorténik, azonban a p
értéke @ lesz, igy az el6z6 bekezdésben leirtaknak megfelelGen a rekurzié a kovetkezs lépéssel végetér.

Amennyiben az el6z§ feltétel nem teljesiilt, akkor megvizsgaljuk, hogy az aktudlisan vizsgalt elem
kulcsa nagyobb-e, mint a keresett. Ha igen, akkor ez utobbi a baloldali részfaban fog elhelyezkedni (ha
egyaltalan van ilyen), igy a fiiggvény ismét meghivja 6nmagat, paraméterként dtadva a baloldali gyerek
hivatkozasat.

Amennyiben a program futésa a 9. sorhoz jut, akkor tudjuk, hogy a p egy létezd binaris fa elemre
mutat, amelyiknek a kulcsa nem is kisebb, illetve nem is nagyobb, mint a keresett elem, tehat meg-
talaltuk azt. A fiiggvény visszatérési értéke tehat ennek a tartalmi része lesz. Erdemes megfigyelni,
hogy ez a visszatérési érték csak az el6z6 rekurzios szintre keriil visszaadasra, innent6l minden szintnek
biztositania kell, hogy a megtalalt elem referenciija tovabbitodjon az 6t hivo szint felé. Emiatt 1ényeges
a 4. és 7. sorban lathaté modszer, ahol a rekurzivan meghivott fliggvénytsl kapott visszatérési értéket
adja vissza az aktudlis szint is az 6t hivénak.

A keresés lépésszama idedlis esetben O(logaN), de ez sajnos nem lesz minden esetben igaz. A bejart
ut hosszat ugyanis jelentGsen befolyasolja a fa szerkezete. Amennyiben ez egy, az 5.5. abrén is lathato
es lépésszam valoban igaz. Nem kiegyensilyozott esetekben ez azonban joval tobb lépést igényel, pl.
legrosszabb esetben, ha a fa minden cstcsanak csak egy gyereke van, akkor ez a lineéris kereséshez
hasonloan O(N) lesz (a fa ilyenkor sokkal inkdbb hasonlit egy lancolt listara, igy a keresés lépésszama is
annak megfelels lesz).

A kulcs szerinti keresés mellett érdemes megvizsgalni tovabbi miiveleteket, példaul a faban a legna-
gyobb, illetve legkisebb kulcst elem kivalasztasat. Amennyiben van legalabb egy elem a faban, akkor
a rendezettségbdl adodik, hogy ezek a fa legjobboldalibb illetve legbaloldalibb elemei lesznek (tehét a
gyokérelembdl elindulva folyamatosan balra, illetve jobbra lépkedve talaljuk meg Gket). A fanak ezt a
jellemzGjét még késébb, a torlésnél fel fogjuk hasznalni.
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5.4. Algoritmus Binéaris keres6faban keresés

Bemenet: p - M, kulcs - K;ahol K 6sszehasonlithaté
Kimenet: tartalom - T (a keresett kulcshoz tartozd tartalom)
1: fliggvény KERESES(p: M, kulcs: K)

2 ha p # ¢ akkor

3 ha p.kulcs > kulcs akkor

4: vissza KERESES(p.bal, kulcs)

5: kiilonben

6 ha p.kulcs < kulcs akkor

7 vissza KERESES(p.jobb, kulcs)
8
9

kiilénben
: vissza p.tart
10: elagazas vége
11: elagazas vége
12: kiilonben
13: hiba "nincs ilyen kulcs”
14: elagazas vége

15: fliggvény vége

Fiiggvény hivasa: KERESES(gyokér, kulcs)

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e p: A fa aktudalisan vizsgalt eleme.
e kulcs: A keresendd kulcs.

p iyydkér i gyokér

® @ & @& 0 & & @

(a) A p az eljaras inditasakor a gyokérelemre hi- (b) A kovetkezd hivaskor a p a 24-es elemre hi-

vatkozik. A keresett érték kisebb, mint 50, emiatt vatkozik. Mivel ez kisebb a keresettnél, emiatt

a fiiggvény meghivja 6nmagéat a baloldali részfara. djrahivja magat a jobboldali részfara.
igy()’kér

& W & ®

(c) A p altal mutatott elem tartalma a keresett

elem. Emiatt nem lép mélyebb szintre, hanem

visszaadja ezt az értéket (a rekurzi6 visszatérését
mar nem tartalmazza az abra).

5.5. abra. Adott tartalmu elem keresése binaris keres6faban (a keresett érték a 31).
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5.3. Uj elem felvétele

A binéris kereséfa esetében is megvizsgéljuk az 0j elem elhelyezésének lehet&ségét. A lancolt lista esetében
erre szamos megoldast attekintettiink (elejére, végére, kozepére, rendezetten besziras), ezekre a bindris
kereséfa esetében nincs sziikség, hiszen a faban 1év6 elemeket mindig kulcs szerint rendezetten szeretnénk
eltarolni. Ez persze nem jelenti azt, hogy ne lehetne tébbféle beszurd algoritmust kidolgozni, de a mi
esetiinkben olyan megoldast keresiink, amelyik az 4j elemek beszturasakor nem médositja a mar meglévs
elemek egyméashoz viszonyitott helyzetét, hanem csak az Gj elemet hozzalancolja valamelyik mar meglévé
elem bal vagy jobb hivatkozasdhoz. Figyelembe véve, hogy az elemeket rendezetten szeretnénk elhelyezni,
ez egyben egyértelmiien meg is hatarozza az elem leendd helyét.

A faba val6 besztras emiatt két {6 1lépésbdl all: meg kell keresni az Gj elem leendd helyét, majd ezt
az elemet hozza kell kapcsolni a fa eddigi csomopontjaihoz.

Az 5.5. algoritmus 9-16. sorai méar ismerdsek lehetnek a keresésbdl. Itt keressiik meg a beszturando
elem helyét. Az 1j elem helyének megallapitasa, és a keresés egymassal nyilvan szorosan Osszefiigg, hiszen
az 1j elemet olyan helyre kell elhelyezniink, ahol az el§z6leg megismert keresés majd meg fogja talélni.
Emiatt itt is ugyanazokat a lépéseket hajtjuk végre, attol fliggden, hogy az aktudlisan vizsgalt elem
kulcsa milyen viszonyban all a beszurandé kulccsal.

e Ha a p altal hivatkozott csomépontban taladlhaté kulcs nagyobb, mint a besztarandé kules, akkor az
4j elemet az aktualisan vizsgalt elem baloldali részfajaba kell majd elhelyezni (hiszen a keresés is
ebbe az irdnyba fog majd haladni, amikor ezt vissza akarjuk olvasni). Ezért az eljaras rekurzivan
meghivja 6nmagat, paraméterként pedig a p baloldali gyerekét adja at.

e Ha a p altal hivatkozott csomépontban talalhaté kulcs kisebb, mint a beszirandé kulcs, akkor az
1j elemet az aktudlisan vizsgalt elem jobboldali részfajaba kell majd elhelyezni. Ezért az eljaras
rekurzivan meghivja énmagat, paraméterként pedig a p jobboldali gyerekét adja at.

e Ha az aktualis elem kulcsa egyenlS azzal, mint amit be szeretnénk szarni, akkor jelezziik, hogy
a beszirast nem tudjuk végrehajtani, hiszen a fa felépitésekor mar tisztaztuk, hogy a kulcsokat
egyedinek tekintjiik.

A fenti harom lehet&ség persze csak akkor értelmezhets, ha a p egy valodi elemre mutat a faban,
amelyiknek tudjuk vizsgilni a kulcsat. Amennyiben a p valtozo értéke @, az két dolgot jelenthet: a
rekurzio6 el6z6 szintjén olyan irdnyba probaltunk meg tovabblépni, amerre mar nincsenek elemek; vagy
eleve iires volt a fa, és mar a legels hivaskor is @ lett a paraméter értéke. Egyik se jelent hibat, hiszen
éppen egy ilyen helyet kerestiink, ami iires, és a rendezettség szempontjabol megfelel az 4j elemnek.

Hogy megértsiik magét a belancolasi mtiveletet, fontos észrevenniink, hogy a p paramétert mindvégig
cimszerinti paraméteratadassal adtuk at. Ennek hatasa, a fent emlitett két esetben:

e Amennyiben a fa iires, akkor mar a legels6 hivaskor igaz lesz a 2. sorban talalhato feltétel, igy lefut
az alatta 1év§ létrehozas mivelet. Mivel az els6 hivaskor a gydékér valtozot adtuk at cimszerinti
paraméteratadassal, igy a p paraméter modositasa egyben ennek a megvaltoztatasat is jelenti.
Tehat amikor az Gjonnan létrehozott elemre rdiranyitjuk a p paramétert, akkor ezzel egyben a fa
gyokér mutatojat is erre iranyitjuk. Igy az iires fabol lesz egy egyelemi, a kért adatokat tartalmazo
binaris kereséfank.

e Amennyiben a fa nem ires, akkor biztos, hogy a rekurzi6 egy késébbi szintjén lesz csak igaz
a 2. sorban talalhato6 feltétel. Ebben az esetben a hivo fiiggvény is ugyanez a fiiggvény volt, és
vagy a 10. sorban, vagy pedig a 13. sorban tortént meg a hivas, mindkét esetben az el6z6 rekurzios
szinten taldlhat6 p &ltal hivatkozott csomoépont bal vagy jobb mezGjét adtuk &t paraméterként. Ez
szamunkra most amiatt fontos, mivel a cimszerinti paraméteratadas miatt ilyenkor a p valtozo
modositasaval megvaltoztatjuk az el6z6 csomépont paraméterként atadott gyerek hivatkozéasat is.
Mivel a p-t a létrehozott elemre iranyitjuk, igy ennek megfelelGen az el6z6 szinten 1é6v6 csomopont
megfelels gyerek mutatodja is erre fog hivatkozni.

A cimszerinti paraméteratadas fontossagat kiemeltiik az 5.6. abran is. A p cimke helyzete azt probélja

jelezni, hogy a p minden egyes hivaskor az el6z6 szinten 1évé csomoépont bal vagy jobb gyereke cimszerinti
paraméteratadéssal atadva.
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Dy gyikér

(a) A p az eljaras inditasakor a gyokérelemre hi- (b) A p altal mutatott elem értéke miatt az algo-
vatkozik. Mivel ez egy létez6 elem, emiatt a ren- ritmus most balra 1ép.
dezettségnek megfelelGen jobbra lép.

l gyokeér

(¢) A rekurziv algoritmus ellenérzi, hogy az elem (d) Nem szoktuk ugyan jelolni, de most kivétele-
nem @. Mivel nem az, igy ismét jobbra lép. sen abrazoljuk a fa leveleibdl kiindul6 lezaro hi-
vatkozasokat. Lathatdé, hogy a p az egyik ilyen

értékre mutat.

l gyokeér i gyikér

(e) Az 1j elem létrehozasa. A p hivatkozéas az 1j (f) Az algoritmus beallitja az 4j elem kulcs és tar-
elemre allitodik, és mivel ez egy cimszerint atadott talom mezGit.

paraméter, megvaltozik a sziil6 jobb mutatdja is.

5.6. abra. Uj elem felvétele binaris keresGféaba (62-es kulcs).
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i gyokeér

N

(g) Az algoritmus bedllitja az 1 elem bal és jobb (h) Az 4j elem besztras végeredménye.
mutatojat is a lezaréd elemekre.

5.6. abra. Uj elem felvétele binaris kereséfaba (62-es kulcs). (folytatas)

5.5. Algoritmus Binéris keres6faba 1j elem beszurasa

Bemenet: p - M, kulcs - K;ahol K 6sszehasonlithato, érték - T
Kimenet: p- M

1: eljaras BeszURAS(cimszerint p : M, kules: K, érték: T)
2 ha p = g akkor

3 p < LETREHOZ(M)

4: p.kulcs < kulcs

5: p.tart < érték

6 p.bal + o

7 p.jobb < @

8 kiilonben

9 ha p.kulcs > kulcs akkor

10: BESZURAS(p.bal, kulcs, érték)

11: kiilonben

12: ha p.kulcs < kulcs akkor

13: BESZURAS(p.jobb, kulcs, érték)
14: kiilonben

15: hiba "mar van ilyen kulcs”
16: elagazas vége

17: elagazas vége

18: elagazas vége

19: eljaras vége

Eljaras hivasa: BESZURAS(gydkér, érték)

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e p: A fa aktudlisan vizsgalt eleme.

e kulcs: A beszurni kivant kulcs.
e érték: A beszurni kivant tartalom.
e LETREHOZ(M) : M: Létrehoz egy M tipust elemet, ez a visszatérési értéke.
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Lathato, hogy a fenti beszturas miveletet hasznalva a kialakul6 fa szerkezete jelentGsen fiigg az elemek
beszarasanak sorrendjétél. Ugyanabban a sorrendben megadott elemek természetesen mindig ugyanazt
a fat adjak, kiilonb6z6 sorrendek azonban mas-mas eredményhez vezethetnek.

A faban valo keresés hatékonyséaga jelentésen fiigg a besziiras soran kialakitott szerkezettdl. Erdekes
megfigyelni, hogy abban az esetben, ha az elemeket kulcs szerint rendezett sorrendben szirjuk be a
binéaris keres6faba, akkor minden elem az elGtte beszurt (tehat addig legnagyobb) elem jobb gyerekeként
keriil felftizésre, igy a lehets legrosszabb fa szerkezetet kapjuk meg.

a Megjegyzés N

A beszuras sorrendjétdl valo fiiggés meglehetGsen nagy hatranyt jelent a hagyoméanyos bi-
naris kerestfa esetében, hiszen nem tudjuk garantéalni az egyébként igen csébité O(logaN)
lépésszamu keresést. Emiatt léteznek egyéb, az altalunk targyalt binaris keres6fahoz ha-
sonlé adatszerkezetek, amelyek a besziras soran igyekeznek tgy elhelyezni az 1j elemet
(amit a mar meglévé fa atstrukturalasaval tudnak csak megoldani), hogy minél inkabb
megmaradjon a fa kiegyenstlyozott jellege (pl. kiegyenstlyozott fak [5], piros-fekete fak

12D )
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5.4. Elem torlése

Az elem torlése valamivel bonyolultabb mivelet, mint a beszirés, ugyanis mig ott mi hatdrozhattuk meg,
hogy hova helyezziik el az 1j elemet (és ezt ugy tettiikk meg, hogy minél egyszertibb legyen a beszuras),
addig a torlésnél mar nincs hasonlé szabadsagunk, értelemszertien onnan kell tordlni az elemet, ahol
az megtalalhato. Bizonyos esetekben, pl. a levelek torlésénél ez kimondottan egyszerd lesz, de a két
gyerekkel is rendelkez6 bels§ csomoépontoknal mar némileg Gsszetettebb algoritmusra lesz sziikségiink.

A torlés eljarasnak paraméterként a torlends elem kulesat adjuk at, emiatt els6 1lépésként meg kell
talalnunk magat a csomopontot, ahol ezt eltaroltuk (az 5.6. algoritmus). Ehhez igazodva a 3-8. sorok a
mér megismert keresést mutatjik, a p altal aktudlisan mutatott elem kulcsa alapjan a rekurzié meghivja
onmagat a bal, illetve a jobb oldali részfara, attol fiiggéen, hogy a torlendd elem kulcsa kisebb, vagy
éppen nagyobb, mint az aktualisan vizsgalt. Miként az algoritmusban is lathato (illetve az &brakon is
igyekeztiink ezt jelolni), a p paramétert mindig cimszerinti paraméteratadassal adjuk at, a késgbbiekben
ez még fontos lesz a miik6dés szempontjabol.

Amennyiben a program eljut a 9. sorig, akkor mar tudjuk, hogy a p a térlends elemre hivatkozik.
A kovetkez$ 1épés ennek az elemnek a kilancolasa, majd pedig felszabaditasa. Attol fiiggden, hogy a
torlends elemnek hany darab gyereke van, harom lehet&séget kiilonboztetiink meg, amelyeket kiilon-
kiiloén vizsgalunk meg részletesebben: nincs gyereke, egy gyereke van, két gyereke van.

Elem torlése egy gyerek esetén

Els6ként célszert ezt az esetet megvizsgalni, mivel latni fogjuk, hogy a levélelemek torlése ennek egy
specialis valtozataként kezelhet6. Vizsgaljuk meg az 5.7c. dbrat. Lathatdé, hogy ez azt az éallapotot
mutatja, amikor mar lefutott a keresés, és a p valtoz a torlendd elemre mutat. Az algoritmus ebben a
pillanatban a 9. soron All.

Ezt koveti egy vizsgalat, ahol megnézziik, hogy hany gyereke van a torlendS elemnek. Elscként
megnézziik, hogy van-e neki baloldali gyereke (és ezzel egyiitt persze baloldali részfaja). Amennyiben a
p.bal értéke @, akkor nincs. Az dbran jol lathato, hogy ha az egész fanak csak a p kozvetlen kornyezetét
vizsgaljuk (annak sziilGjével, és egyetlen jobb oldali gyerekével egyiitt), akkor egy lancolt listdhoz hasonld
szerkezetet talalunk. Ennek megfelelGen a torlés is hasonloéan torténik, a sziil§ jobboldali hivatkozasat
at kell allitanunk a térlends elem jobboldali elemére.

Ehhez sziikség lenne egy referenciira a sziil6 elemre, amely azonban nem &ll rendelkezésre, a binaris
kereséfa egyes csomoOpontjai nem tarolnak el kiilon hivatkozasokat a sziilgkre (miként a lancolt listanal
sem volt hivatkozas az el6z6 elemre). A listanal alkalmazott technika (egy e valtozoval a keresés kozben
mindig eltaroltuk az el6z6 elem cimét) lehet az egyik lehetséges megoldas itt is, azonban itt méar kicsit
nehézkesebb lenne a torlés végrehajtasa, hiszen tudnunk kell, hogy a sziil§ bal vagy jobb mez&jét kell-e
atirni, tovabba azt is, hogy a torlends elem bal-, vagy jobboldali gyerekére kell atiranyitani. Az igy
megjelend négy eset mellett még kiilon kellene foglalkoznunk a gyokérelem torlésével is, amely esetben
magat a gyokér valtozot kellene méodositanunk.

Ehelyett a p paraméter cimszerinti dtadasaval egy elegans és egyszerd megoldéast hasznalhatunk,
ami jol lathat6 az algoritmus 11. sordban is. Mivel itt tudjuk, hogy a p altal mutatott elemnek nincs
baloldali gyereke, igy egyszertien atléptetjiik a p paramétert annak jobboldali gyerekére. A cimszerinti
paraméteratadas miatt a p valtoztatasa hatasa lesz az el6z6 rekurzids szinten paraméterként atadott
valtozo értékére is, tehat ennek megfelel6en megvaltozik a sziil6 elem jobb hivatkozasa is. Ez az eddigi p
elem helyett annak jobboldali gyerekére fog hivatkozni. Ezzel az elem kilancolasa megtortént.

A felszabaditashoz sziikségiink van egy hivatkozasra a torlendd elemre, emiatt sziikséges a ¢ valtozo.
Ez még a kilancolas el6tt eltarolja a felszabaditand6 elem cimét, majd a 12. sorban ennek segitségével
ténylegesen fel is szabaditjuk ezt (amennyiben olyan programozasi nyelven implementaljuk az algorit-
must, ahol van automatikus szemétgytjtés, akkor a ¢ valtozora egyaltalan nem is lesz sziikség). Ezzel
végeztiink is a torléssel.

A fent vazolt modszer csak abban az esetben miikddik, ha a térlends elemnek nincs baloldali gyereke.
Egészen hasonlé modon tudjuk kezelni azt az esetet is, amikor a torlendd elemnek a jobboldali gyereke
(és ezzel egyiitt a jobboldali részfa) hidnyzik. A kiovetkezs sorokban alapvetGen a fent mar részletesen
attekintett kodot lathatjuk, pusztan az iranyok megcserélésével.

Erdemes belegondolni, hogy mi torténik akkor, ha a gyokér elemet szeretnénk torolni. Az eljaras
ilyenkor még nem hivta meg énmagat rekurzivan, hanem mér az els§ hivaskor megtalaltuk a toérlends
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5.6. Algoritmus Binaris keres6fabol elem torlése

Bemenet: p - M, kulcs - K; ahol K 6sszehasonlithato
Kimenet: p- M
eljaras TORLES(cimszerint p: M, kulcs : K)

1:
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:

28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:

ha p # ¢ akkor
ha p.kulcs > kulcs akkor
TORLES(p.bal, kulcs)
kiilonben
ha p.kulcs < kulcs akkor
TORLES(p.jobb, kulcs)
kiilonben
ha p.bal = ¢ akkor
q<p
p < p.jobb
FELSZABADIT(q)
kiilonben
ha p.jobb = ¢ akkor
q<p
p < p.bal
FELSZABADIT(q)
kiilonben
TORLESKETGYEREK(p, p.bal)
elagazas vége
elagazas vége
elagazas vége
elagazas vége
kiilonben
hiba "nincs ilyen kulcs”
elagazas vége

eljaras vége

eljaras TORLESKETGYEREK (e : M, cimszerint r: M)

ha r.jobb # ¢ akkor
TORLESKETGYEREK(e, 7.j0bb)
kiilonben
e.tart < r.tart
e.kulcs < r.kulcs
g r
r < r.bal
FELSZABADIT(q)
elagazas vége

38: eljaras vége

Eljaras hivasa: TORLES(gyokér, érték)

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények

p: A fa aktualisan vizsgalt eleme.
kulcs: A tor6lni kivant kulcs.
e,r,q: Fa csics tipust segédvaltozok.

FELSZABADIT(p : M): Felszabaditja a paraméterként atadott elemet.
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Dy gyokér
yokér

s

SNE

(a) A miivelet els6 lépése a torlends elem megkere- b) Ujabb 1épés jobbra. Mint az abran is lathato, a
sése. Jelen esetben a gySkértsl jobbra kell tovabb- p mindig cimszerinti paraméter.
lépni.
lgy()’kér lgy()’kér

(c) A lefelé halad6 rekurzi6 megtalalta a keresett  (d) A ¢ hivatkozas eltarolja a torlends elem cimét,
elemet. Kivételesen berajzoljuk a lezaré jelet is, igy mivel a p-t innen tovabb fogjuk léptetni.
lathato, hogy nincs baloldali gyereke.

5.7. abra. Binaris keres6fabol, egy gyerekkel rendelkezd elem torlése (71-es elem).
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(e) A baloldali részfa iires, a jobb oldaliban azonban vannak (f) A ¢ elem torlése. Ezzel el6all a végered-
adatok. Emiatt a p atléptetése a jobb oldali részfara. A cim- mény.
szerinti paraméteratadas miatt valtozik a 64-es elem jobb hi-

vatkozasa is.

5.7. abra. Binaris keresGfabol, egy gyerekkel rendelkezd elem torlése (71-es elem). (folytatas)
elemet, amire a p hivatkozik. Az els§ hivaskor paraméterként a gyokér valtozdt adtuk at, tehat a p

az nem més, mint a gydkér cimszerinti paraméteratadassal atadva. A p megvaltoztatasa (atléptetése a
gyerek elemre) tehét egyiitt jar a paraméterként atadott gyskér valtozo valtozasaval.

e Megjegyzés D

Habar a cimszerinti paraméteratadas itt egy nagyon egyszerii és latvinyos eredményt

adott, de néha problémakat okozhat ennek hasznalata, pl. olyan implementécioknal, ahol

a vélasztott programozési nyelv nem tamogatja ezt (Java). Ebben az esetben egy masik

megoldast kell keresniink, de tekintve, hogy csak egy paramétert adtunk at cimszerint, és

az eljarasnak jelen esetben nincs visszatérési értéke, a modositast egyszertien megtehetjiik

egy fiiggvénnyé valo atalakitassal, és a cimszerinti paraméterdtadéds helyett a fliggvény
L visszatérési értékének kihasznalasaval.[6] )

Elem torlése levél esetén

Bar kiilon esetként vizsgaljuk, de valdjaban ez az el6z6 egy specilis részeseteként kezelhets. Erre mutat
egy példat az 5.8. dbra, ezen beliil is vizsgdljuk meg az 5.8c. dbrat. Ez ismét azt az allapotot mutatja,
amikor mar lefutott a keresés, és a p valtozé a torlends elemre mutat. Az algoritmus ebben a pillanatban
a 9. soron all.

Ezt koveti egy vizsgalat, ahol megnézziik, hogy hany gyereke van a torlendS elemnek. FElscként
megnézziik, hogy van-e baloldali gyereke (és ezzel egyiitt persze baloldali részfaja). Amennyiben a p.bal
értéke @, akkor nincs. Jelen esetben ez a feltétel igaz, tehat lefut az elagazas igaz aga.

Eszrevehetd, hogy az el6z6 példanal, amikor csak egy gyereke volt a torlendd elemnek, akkor is pont
ez az ag futott le. Valéjaban ugyanis a teenddk itt is azonosak. Mar az el6z6 példanal tisztaztuk a
cimszerinti paraméteratadés jelentGségét a p paraméter esetében. Jelen esetben itt is ugyanaz torténik,
a p véltozoba betdltjiik a jobboldali gyerekére mutaté hivatkozésanak értékét. Mig az el6z8 példaban ez
egy tényleges elemre val6 hivatkozas volt, addig itt ennek az értéke most @.

A p 1j értéke tehat @ lesz, és a cimszerinti paraméteratadas szabalyainak megfelelGen ezzel egyiitt
megvaltozik az a valtozo is, amit paraméterként atadtunk a rekurzié el6zé szintjén. Ez pedig nem maés
volt, mint a sziil elem jobb oldali mutatoja. Igy ebbe a mezébe is ¢ érték keriil.
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Dy gyikér
l i gyokeér

(a) Az elsé lépés itt a torlends elem keresése. (b) Ujabb lépés jobbra. Mint az abran is lat-
A gy6kébdl a rekurzio jobbra indul. hato, a p mindig cimszerinti paraméter.
lgyé’kér lgyé’kér

@ @ O
0 S W S
D

(c) Egy ujabb jobbra lépés utan a p a torlends (d) A ¢ hivatkozas eltarolja a torlends elem cimét,
elemre hivatkozik. Kivételesen dbrazoljuk a lezaro mivel a p-t innen tovabb fogjuk léptetni.
jeleket is, igy lathato, hogy nincs gyereke.

5.8. abra. Binaris keres6fabol levélelem torlése (82-es elem).
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(e) A baloldali részfa iires, a jobb oldaliban azonban vannak (f) A ¢ elem torlése. Ezzel el6all a végered-
adatok. Emiatt a p atléptetése a jobb oldali részfara. A cim- mény.
szerinti paraméteratadas miatt valtozik a 64-es elem jobb hi-

vatkozésa is.

5.8. abra. Binaris keresGfabol levélelem torlése (82-es elem). (folytatas)

Az elem felszabaditas is hasonldan torténik, a ¢ segédvaltozoval eltaroljuk a felszabaditando6 elemet,
majd a p atléptetése utan ezt felszabaditjuk.

Itt is célszert lehet megvizsgalni azt az allapotot, amikor a gySkérelemet kell tordlniink. A p ilyenkor
nem mas, mint maga a gydékér valtoz6 cimszerinti paraméteratadassal dtadva. Amikor a p-nek értékiil
adjuk a @ értéket, azzal tulajdonképpen a gyéokér valtozonak is ezt adjuk, tehat az eredmény egy iires fa
lesz. Ez helyes megoldas, hiszen ez az allapot azt jelentette, hogy mar csak egy darab levélelemiink van
a faban, és ezt kitoroltiik.

Elem torlése két gyerek esetében

Amennyiben a torlends cstacsnak két gyereke is van (tehat mindkét oldalra egy-egy részfa lett kapcsolva),
akkor a torlés mar nem oldhaté meg ilyen egyszeriien. Itt mar nem tudjuk a kilancolast a lancolt listanél
lathaté modon megvalositani, hiszen a sziil6bdl (vagy gyokérbdl) csak egy hivatkozas mutat a torlends
elemre, onnan viszont két tovabbi hivatkozas halad tovabb a bal-, illetve jobboldali részfara.

Emiatt az 5.9. 4bran lathaté6 moédon préobaljuk megvalésitani a torlést. Ismét dtugorhatjuk a keresés
lépéseit, és érdemes a az 5.9c¢. dbranal folytatni a vizsgalatokat. Az algoritmus ilyenkor mér a 19. sornél
all, tehat megtalaltuk a torlends elemet, a (cimszerinti paraméterként atadott) p valtoz6 erre mutat, és
az el6z6 vizsgalatok eredményeképpen mar latjuk, hogy mindkét oldalon vagy egy-egy gyereke.

A modszer alapja az, hogy egy kisebb atrendezést végziink el a faban, miel6tt ténylegesen torélnénk
beldle a sziikséges elemet. Az dtrendezés az alabbi lépéseket igényli:

e A torlendd elemnél kisebb kulcst elemek koziil a maximalis kulcsa elem megkeresése. A fa ren-
dezettségébdl adodik, hogy ez az elem a torlendd csomoépont baloldali részfajanak legjobboldalibb
eleme lesz (tehat a nala kisebbek koziil a legnagyobb).

e Ennek az elemnek a kulcsat és tartalmat atméasoljuk a toérlendd elembe. Kénnyen belathaté, hogy
ezt megtehetjiik, mivel nem szegjiik vele meg a fa rendezettségét. Erdemes az 5.9e. 4bran egy konk-
rét példan is megnézni ezt az allapotot. A mésolas harom helyen befolyasolhatja a rendezettséget,
de egyik sem okoz problémat:

— Az 50-es elem szempontjabodl nincs véltozas, hiszen eddig is mindkét elem a baloldali részfa-
jaban volt, most is igy maradtak.
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— A 24-es eddigi bal részfaja szempontjabol a rendezettség tovabbra is jo lesz, hiszen a felmasolt
elem a részfa legnagyobb kulcsat tartalmazta, tehat ezek az elemek az 6 baloldalan jé helyen
vannak.

— A 24-es eddig jobb részfajat se kell médositani, hiszen itt eddig is a 24-nél nagyobb elemek
lehettek csak, ha a 24-et kicseréljuk egy kisebbre, attél a rendezettség még biztosan megmarad.

e Toroljik az el6bb megtalalt csomopontot a fabol, hiszen nem sziikséges, hogy az elem kétszer is
benne legyen. Maga a torlés itt mar biztosan megoldhat6 egyszertien, hiszen ennek a csomoépontnak
nem lehet két gyereke (akkor nem lehetne 6 a legjobboldalibb elem a részfaban).

A TORLESKETGYEREK( ) eljaras tartalmazza ennek a modszernek a lépéseit. Mivel egy részfa legna-
gyobb kulcst elemét kell megtalalnunk, egy rekurzidval addig 1épegetiink az aktudlis csomoépont jobboldali
gyerekére, amig az létezik. Az eljaras tehat el@szor addig hivogatja magat a jobboldali részfajara, amig a
jobboldali hivatkozas értéke ¢ nem lesz. Az eljarasnak két paramétere van, az elsé (e) a torlends elemre
mutat, ez a hivasok kozott nem is valtozik. A masodik (r) pedig magat az itt leirt keresést végzi.

Ezt koveti a tartalom és kulcs atméasolasa. A 32-33. sorokban elvégzi ezt a maésolast, feliilirva a
torlendd elem tartalmat és kulcsat. Az elézéekben mar belattuk, hogy ez a méasolas barmikor megtehetd,
nem fogja befolyasolni a fa rendezettségét.

Az utolso lépés az atmaésolt tartalmu elem kitorlése. Ez az r mutato balra léptetésével torténik.
Miként az abrékon is jeleztiik, ezt a mutatok mindig cimszerinti paraméteratadassal adtuk at. Az r
paraméter valtoztatasa tehat hatéssal van a mutatott elem sziil§jének a jobboldali mutatojara is (jelen
esetben tudjuk, hogy 6 a sziil¢ jobb gyereke, hiszen a keresésbdl ez adodik). Két kiilonbozs esetet
vizsgalhatunk itt meg:

e Ha az r altal mutatott csomoépontnak van baloldali gyereke, akkor az r valtozot erre léptetjiik At.
Ez pedig egyben azt is jelenti, hogy az r altal mutatott elem sziilGjének jobb mutatéja is erre
hivatkozik majd (ez lathaté az abran).

e Ha az r altal mutatott elemnek nincs baloldali gyereke, akkor a bal mezd értéke @. Ilyenkor ez
lesz az r valtoz6 értéke is, ami a cimszerinti paraméteradtadasnak koszonhetGen egyben a sziilé
jobboldali mutatéjaba is keriil. Tehéat ilyenkor a sziilé elem jobb mezGjét lezarjuk, hiszen abba az
iranyba mar nem folytatodik a fa.

A ¢ mutat6 szerepe itt is hasonld, mint a tobbi torlési modszernél, ezzel eltaroltuk a ténylegesen fel-
szabaditando elem referenciajat (ami jelen esetben nem egyenls a térlendd kulesot tartalmazé elemmel!).
A kilancolast kovetSen ez az elem mar nyugodtan felszabadithato.

a Megjegyzés N

Erdemes még néhany specialis esetet figyelembe venni a két gyerekkel rendelkezs elemek
torlésénél (5.9. &bra):

e Hogyan m(ikodik az algoritmus akkor, ha a 12-es elemnek nincs egy jobboldali gye-
reke sem, tehat a részfa gyokéreleme egyben a legnagyobb elem is.

e Hogyan mikodik az algoritmus akkor, ha a 12-es elemnek se jobb-, sem pedig bal-
oldali gyereke nincs. Tehat valojaban 6 a részfa egyetlen (igy értelemszertien legna-
gyobb) eleme.

Mindkét esetben miik6dni fog a tanult médszer, de érdemes egy-egy példan végigprobalni,
g gy-eg gig
\hogy pontosan milyen 1épéseket hajt végre. )
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p l gyokér

(a) Az elsG lépés itt is a torlendd elem keresése.
A gy6kérbdl a rekurzié balra indul.

l qgyokér

N

()
@ 06
(9)

O

(c) A kovetkezs rekurzié soran a e mindig a

torlendd elemre mutat, az r pedig kezdetben

annak a baloldali gyerekére (cimszerinti para-

méteratadassal). Mivel ez egy masik eljaras,

igy az el6z6 p itt nem érthet§ el, ezért nem

is abrazoljuk. Mivel van az r-nek jobboldali
gyereke, igy atlépiink oda.

(b) A kovetkez6 szinten mar meg is talaltuk

a torlendd elemet. Mint lathat6, mindkét hi-

vatkozasa létez6 elemekre hivatkozik, emiatt

megkeressiik a baloldali részfa legjobboldalibb
elemét.

l gyokér

@ 06
@ @

(d) Az r altal mutatott elemnek még mindig
van jobboldali gyereke, igy a fiiggvény meg-
hivja 6nmagat, paraméterként atadva ezt az
elemet. A r mindig cimszerint keriil atadasra.

5.9. abra. Binaris keresGfabol belss cstcs torlése (24-es elem).
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i gyokér
e ()

(e) A r altal mutatott elemnek mar nincs jobb (f) Tudjuk, hogy az r altal mutatott elem kul-
oldali gyereke, igy a rekurzié nem halad to- csa a torlendd elemnél kisebbek koziil a legna-
vabb, hanem folytatja a torlést. gyobb. Emiatt ennek értékét felmasolhatjuk a

torlendd tartalom helyére.

yé’kér l gyokeér
e

(1) /()

(g) A q valtozoval eltaroljuk az r jelenlegi ér- (h) Majd atléptetjiik az r-t az altala muta-
tékét, mivel hamarosan ezt kell majd kilancol- tott elem baloldali gyerekére. A cimszerinti
nunk. paraméteratadas miatt itt megvaltozik a 16-

os elem jobb hivatkozasa is. Ezzel az eredeti
19-et tartalmazo6 elemet kilancoltuk a fabol.

5.9. abra. Binaris keres6fabol belss cstcs torlése (24-es elem). (folytatas)
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(i) Ezt koveti a g altal hivatkozott elem felsza- () A torlés végeredménye.
baditasa.

5.9. abra. Binaris keres6fabol belss cstcs torlése (24-es elem). (folytatas)
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6. fejezet

B-fa

6.1. Fak kiegyenstlyozottsaga

Az el6z6 fejezetben megismert binaris keresdéfa esetében elényként hoztuk fel a gyors keresési lehetGséget,
aminek a varhato lépésszama N darab kulcs és megfelelGen felépitett fa esetében O(logaN). Ugyanakkor
az is konnyen belathaté, hogy amennyiben a fa szerkezete kevésbé idedlis, tehat az egyes levelek mélysége
egyméstol jelent&sen kiilonbozik, akkor ez a varhatéd atlagos 1épésszam is joval nagyobb lesz, legrosszabb
esetben akiar O(N) lépésre is sziikség lehet. Annak érdekében, hogy valamilyen formaban pontositsuk a
fak ,,josagat”, vezessiik be az alabbi fogalmakat:

e Kiegyenstlyozott fa: Az azonos szinten talalhaté részfak mélységei kozott legfeljebb egy szintnyi
kiilénbség lehet.

e Teljesen kiegyenstulyozott fa: Minden csticsra igaz, hogy az abbol kiindulo részfak csiicsainak szama
legfeljebb eggyel kiilonbozik egymashoz képest.

e Teljes fa: Minden csiicsra igaz, hogy az abbdl kiindulé részfak cstiicsainak szdma azonos.

Célunk természetesen a minél inkabb kiegyensilyozott fak felépitése, bar a fenti feltételeket nem
is tudjuk minden esetben teljesiteni (pl. két kulcsot tartalmazé bindris kereséfa nyilvanvaloan nem
lehet teljes). A megismert binaris kereséfa beszuro és torlg algoritmusok nem foglalkoztak a fa kiegyen-
salyozottsidgaval, igy ezekben az esetekben a fa felépitésében csak a beérkezd kulcsok sorrendje jatszott
szerepet. Ettdl fliggGen (szerencsés esetben) a fa lehetett akar teljes is, de (szerencsétlen esetben) elfajult
is, ami jelentGsen lerontotta a keresés hatékonysigat. A binaris keres6fanak is léteznek tovabbfejlesztései
(pl. piros-fekete fa [2]), amelyek a beszuras és a torlés soran igyekeznek olyan formaba atalakitani a fat,
hogy az minél inkabb kozelitsen a kiegyensulyozott allapothoz, ebben a fejezetben azonban egy méasik
lehetséges megoldassal, a B-fak hasznalataval foglalkozunk.
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6.2. B-fa felépitése

A B-fa tulajdonképpen a binaris kereséfa altalanositasaként is tekinthets, azt annyibol egésziti ki, hogy
egy csomoépont egynél tobb kulcsot is tartalmazhat, és ezzel egyiitt a gyerekek szama is lehet ketténél
tobb (6.1. abra). Mindez persze jelentésen megvaltoztatja a fa felépitését, illetve a rajta kiilonbozd
miveleteket végzd algoritmusok mikodését.

A B-fa minden egyes csomépontja az alabbi mez&ket tartalmazza (minden csomépont M tipusi):

e n: Egy egész szam, ami a csomopontban aktudlisan eltarolt kulcsok darabszamat mutatja (kés6bb
latni fogjuk, hogy erre kiilonféle korlatok fognak majd vonatkozni).

e levél: Logikai érték, ami azt mutatja, hogy az adott csics levél (nincs gyereke), vagy pedig nem
levél (vannak gyerekei). Ertelemszerten el is tarolhato ez az érték egy kiilon mez6ben, de akar
futas kozben is szamolhato.

o kules[1], kules[2], ..., kules[n]: A csomépontban eltarolt kulcsok. Ezek tipusa a binaris keres6fahoz
hasonléan barmi lehet, egyetlen kévetelményiink, hogy Osszehasonlithato legyen. A kulcsok tipusa
a pszeudokoédokban: K.

o gyerek[l], gyerek|[2], ..., gyerek[n+1]: A belss cstucsok hivatkozésai a gyerekekre. A gyerekmutatok
szama mindig eggyel t6bb, mint a kulcsok szdma. A gyerek hivatkozasok tipusa a kddokban: M.

e tartalom[l],tartalom|2], ..., tartalom[n]: A kulcsok mellett természetesen valamilyen tartalmat is
tarolhatunk az egyes csomoépontokban. Mivel ezek a tartalmak mindig a kulcsokkal egyiitt jonnek
létre, mozognak, illetve torlddnek, igy kiilon nem fogjuk a pszeudokédokban ezt jelolni. Minden
kulcs mitivelethez odaértjiik a hozzatartozo tartalom moédositast is. A tartalom mezd tipusa: T.

A B-fa jellemzd6i:

e Rendezett: Minden csics esetében igaz, ha k; egy kulcs a gyerek[i] gySkert részfaban, akkor:

ky < kules[l] < ko < kules[2] < ... < ky, < kules[n] < kpiq (6.1)

e Kiegyensulyozott: Minden levél mélysége azonos.

e Korlat a kulcsok darabszamara: Az egyes csucsokban talalhaté kulcsok darabszama alulrél és
feliilrol is korlatos, ezt egy elére rogzitett ¢ szammal jeloljiik (B-fa minimaélis fokszama). Ez alapjan:

— Minden csicsnak legfeljebb (2t — 1) darab kulcsa lehet (tehat legfeljebb 2¢ darab gyereke).
Telitettnek nevezziik azt a csucsot, amelyiknek mar (2¢ — 1) kulcsa van.

— Minden nemgydkeér csicsnak legalabb (¢ — 1) darab kulcsa kell, hogy legyen (tehat legalabb ¢
darab gyereke).

Az altalunk hasznélt beszuras és torlés miivelet garantalni fogja, hogy a B-fa minden modositas utén
teljesiteni fogja mindhéarom feltételt. Erdemes megjegyezni, hogy a minimumfeltétel a gyokérelemre nem
vonatkozik (ami logikus, hiszen egy olyan fa esetében, ami csak egy elemet tarol, nem tudnank azt
teljesiteni).

gyokér

l26l40l l48152l 462163L64l65l66u75177l l81184186l492l93194l

6.1. dbra. B-fa példa. A szamok a faban tarolt kulcsok, a tartalmakat nem jeloljiik. Az egyes kulcsok

el6tt /kozott /mogott lathato korok a gyerekekre hivatkozé mutatok (a mutatok szdma minden csomo-

pontban eggyel t6bb, mint a kulcsok szdma). A fa legalsé szintjén a gyerekmutatok értéke @, ezt nem
abrézoljuk.
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Masodlagos tarolé hasznalata

Az abrén is feltiing, hogy a binaris keres6fahoz képest a legnagyobb kiilonbséget az jelenti, hogy a B-
fa adatszerkezet esetében egy csomépontban nem csak egy, hanem egyszerre tébb kulcsot is tarolunk,
ami értelemszertien nem csak ketts, hanem annal tSbb gyerek hivatkozéassal is jar. Ennek koszonhetGen
azonos kulcsszam mellett csokken a fa magassaga (a gyokérbdl a levelekig vezetd leghosszabb ut hossza).
A kiegyenstulyozott binaris fa esetében n csomdpont taroldsdhoz logan magas fara volt sziikség, a B-fanél
a képlet hasonld, azonban a csomépontok nagyobb ,eladgazasi tényezGjének” hatésara a logaritmus alapja
2-nél nagyobb lehet. Bizonyithato, hogy a fa magassagara igaz az alabbi Gsszefiiggés [2]:

n+1

Ahol
e n: A B-faban lévs kulcsok szdma (n > 1).
e {: A fent emlitett minimalis fokszam (¢ > 2).
e h: A fa magassaga.

Tévedés lenne azonban azt gondolni, hogy ez a tény 6nmagéiban indokolna a B-fik létezését. Mig a
binaris keres6fa esetében a keresés lépésszama a gyokérbdl a levelekig vezetd ut hosszaval volt jellemez-
hets, addig a B-fa esetében ez mar nem igaz. Itt ugyanis az egyes csomopontokon beliil mar nem tudjuk
egy egyszerld Osszehasonlitdssal eldonteni, hogy melyik irdnyba folytassuk a keresést, hiszen nem csak
egy, hanem akar (2¢ — 1) darab kulcsunk is lehet. A kulcsokat rendezve taroljuk, tehat hasznéalhatjuk a
logaritmikus keresést, de belathato, hogy a t értékének novelésével (ami a fa magassaganak csokkenését
jelenti) ardnyosan novekszik a kulcsokon beliili miiveletek lépésszama.

A B-fa hatékonysiganak megértéséhez tudnunk kell azt is, hogy ezt az adatszerkezetet tipikusan a
masodlagos tarolokon valé miikodésre tervezték. A binéris keres6fa esetében eddig mindig ugy képzeltiik,
hogy a teljes fa a memoriaban helyezkedik el, igy meglehetdsen gyorsan tudunk az egyes csomépontok
koz6tt mozogni. Nagy mennyiségii adat esetében mar kénytelenek vagyunk a fat a masodlagos hattér-
taron elhelyezni, ez esetben viszont minden egyes csomoépont hozzaférés egy-egy hattértar irasi/olvasasi
muveletet is jelent, ami drasztikusan lecsokkenti a teljesitményt.

Ez az a pont, ahol megjelenik a B-fa igazi erGssége. Napjainkban méasodlagos taroloként még mindig
elsGsorban merevlemezeket hasznalunk, amelyek az adatokat savokra, illetve azon beliil blokkokra bontva
taroljak. Egy irasi/olvasasi miveletnél a legtobb id6t a fej mozgatasa, illetve a lemezek megfelels iranyba
allitasa igényli, maga az irds/olvasas ehhez képest méar rovid ideig tart. Emiatt a technika sajatossaga,
hogy egy teljes blokk kiirasa/beolvasasa kozel ugyanannyi ideig tart mind egy byte irdsa/olvasasa. A
B-fa pedig nagyon jol kihasznalja ezt a lehetGséget, ugyanis ha célszertien ugy vélasztjuk meg a t para-
métert, hogy egy B-fa csomépont egy merevlemez blokkot foglaljon el, akkor egy hozzéaféréssel mindig
egy teljes csomopontot tudunk irni/olvasni. Tehéat a B-fa egy (2¢ — 1) darab kulcsot tartalmazé csomo-
pontjanak a kiirasa/beolvasasa ugyanannyi ideig tart, mint a binaris kerestfa egyetlen kulcsot tartalmazo
csomopontjaé.

Tehat az valéban igaz, hogy a B-fa keresés elvi 1épésszama hasonld, mint a binaris keres6féé, azonban
ha megkiilonboztetjiik az Gj csomopontokra lépés miveletét (ami merevlemez miveletet igényel) és a
csomoponton beliili keresést (ami mar joval gyorsabb memoriamtvelet), akkor lathato, hogy ez elgbbi
joval hatékonyabban miikddik a jelenleg hasznélt méasodlagos tarolok esetében.

( Megjegyzés w

Eppen ez a megkiilonboztetés miatt a szakirodalomban gyakran kiilon jelzik a B-fa al-
goritmusok esetében a hattértar olvasasi és irasi miveleteket. Az kénnyebb olvashatosag
kedvéért mi ezeket elhagyjuk, de értelemszeriien ezeket odaérthetjiik minden csomoépont
valtas elé és modositas mogeé.
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6.3. Beszuras B-faba

A B-faba besziras alapgondolata hasonl6é a binaris keres6fanal tanulthoz. B-fa esetében is éliink azzal a
lehetGséggel, hogy mindig csak levélelembe sziarunk be 1) elemeket, mivel ebben az esetben nem kell a fa
mar meglévs részeit atalakitani, elég lokalisan, a megfelels levélnél végrehajtani a modositast (aj kulcs
felvétele). Ennek megfelelen a besziras els6 lépése itt is egy keresés, amivel a B-faban megkeressiik,
hogy melyik levélnek kell majd tartalmaznia az Gj kulcsot. Ez a keresés nyilvan azonos az altalanos
B-faban val6é kulcs szerinti kereséssel, hiszen az 0j elemet oda kell elhelyezniink, ahol az utébbi majd
keresni fogja.

A kiegyensulyozottsag fenntartasa felvet azonban néhany tovabbi kovetelményt, amelyekhez igazod-
nunk kell. A binéris kereséfa esetében a beszurast megelézs keresés egy olyan iires helyet keresett, ahova
1j levélként fel lehetett venni az 4j kulcsot. A B-fa esetében ez azonban nem jarhato6 ut, mivel egy mér
kiegyenstulyozott B-faba nem tudunk felvenni egy 1j levelet egy mér meglévé ala anélkiil, hogy ne szegjiik
meg azt a feltételt, hogy a gytkérbsl minden levélhez vezetd Ut hosszanak azonosnak kell lennie. Sze-
rencsére erre nincs is sziikség, mivel a B-fa egy cstcsa tobb kulcsot is tartalmazhat, igy azt a megoldast
valasztjuk, hogy a keresés soran talalt legalsd, még létezd csucsba felvessziik az 4j kulcsot. Ezt az esetet
mutatja a 6.2. abra.

Ez persze csak akkor valosithatdo meg, ha legaldbb egy szabad hely még van ebben a levélben. A
fa aktualis tartalmatol fiiggden ez vagy fennéll, vagy sem, biztosak nem lehetiink benne, tehat ugy kell
elkésziteniink az algoritmust, hogy ha sziikséges, tudja garantélni ezt az iires helyet. A gyakorlatban ezt
a vagas nevi miivelettel tudjuk megvalésitani, aminek a célja az, hogy egy telitett csiicsot szétvagunk
két kisebb (a minimumfeltételt éppen teljesitd) cstcsra, mig a kézépss kulcsot felvissziik a sziilébe.

A vagas csak akkor végezhets el, ha a sziil6ben van szabad hely még egy kulcs szamara. Emiatt az
el6bbi kovetelményt, hogy a keresés soran csak olyan belsé csicsra 1épjlink, amelyiknek van szabad kules
helye altaldnosithatjuk, hogy altalaban csak olyan elemre 1épjiink tovabb, ahol van szabad hely. Az ]
elem helyének keresése soran tehat miel6tt a rekurzié meghivnd énmagét valamelyik részfa gyokerére,
el6tte ellendrzi, hogy az telitett-e. Ha nem, akkor azonnal tovabblép ebbe az irdnyba, ha pedig igen, akkor
szétvagja azt. Erre a vagasra mutat példat a 6.3. abra (illetve maga a vagasi mivelet a 6.3b—6.3c. abrakon
lathato).

Bar a fentieknek megfelel ez is, de mégis specialis esetként kezelhets az, amikor a gyokérelem telitett.
A fenti szabaly itt is alkalmazhato, emiatt szétvagjuk ezt a cstucsot, annyibdl viszont kiilonbozik az
altaldnos esettdl, hogy itt nincs sziilé elem, ahové fel lehetne vinni a koézépss elemet. Emiatt ilyenkor
létrehozunk egy j csomopontot, ez lesz az 4j gyokér. A gyOkérelem szétvagisara mutat példat a 6.4. abra.
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lllllQl l16l19l 423l24l l27l29gé26&40£é48;52£é62i63£64£65%66£é81£84£é92;93£$97i98£

(a) Kezdetben a p a gybkérelemre hivatkozik. A kulcskeresés megadja, hogy az 1j elemet melyik részfaba
kell elhelyezni.

[11112] [16119] [23124] [27129] [31140] 448‘:5% l62/63L64)65166) L75177) [81184] 492:'93£ L9708l

(b) A kovetkez6 szint még egy belsd cstics, igy itt is tovabblépiink a keresés eredményének megfelelGen.
gy(');kér

J14)22]25) J45060[70
p
N
11/12) [16]19] [23124] [27]20] [31]  L401 [48]52] [62163]64)65166] [81]84] [92]93] [97198]

(c) A keresés eljutott egy levélelemhez. Ide el lehet helyezni az 1j kulcsot.
gyokér

[11112] [16119) [23124] [27]20] [31]35140] [48152] [62]63164]6566] 481L84L492;93Hgﬂ98l

(d) A B-fa a beszuras utén.

L7547

6.2. dbra. B-faba valo besziras altalanos esete (35 beszirasa).
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l11]12] [16]19) [23[24] [27]29] [26]40] [48]52] [62]63[64]65]66) [75]77] [81]84] [92]03] [o7]os] + |

(a) Kezdetben a p a gybkérelemre hivatkozik. A kulcskeresés megadja, hogy az 1j elemet melyik részfaba kell
elhelyezni.

lorlos] i |

(b) A kovetkez6 szintrél nem tudunk tovabblépni, mivel a kovetkezd cstics mar telitett.
gy();kér

(c) Emiatt a kovetkez6 elemet szétvagjuk, ez azzal jar, hogy egy kulcsot fel kell vinni a sziilgbe.
gy(');kér

1112) [16]19] [23124] [27[20] [31]40] [48]52] [62]63) [65]66] [75L77] [81[84) [92]93]

(d) A mo6dositas miatt Gjra meg kell 4llapitani a tovabblépési iranyt.

lorlos] i |

6.3. abra. B-faba valo besziras soran elem szétvagéasa (69 beszirasa).
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(e) Ismét eljutottunk egy levélig, ide mar elvégezhetd a besziiras.
gyokér

[11/12) [16/19] [23]24] [27)20] [3140] [a5 52 [62]63] [65]66]69] L7 77] [s1l:84] [92 03] [o7]0s] 5 |

(f) A besziras eredménye.

6.3. abra. B-faba valo besziras soran elem szétvagésa (69 beszirasa). (folytatas)
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26140] [48]52] [62]63]64165166] [75177] [81]84]186]

(a) A besztirasnal mér az elsé tovabblépést se tudjuk megtenni, mivel
a gyokérelem telitett. Emiatt még a rekurzié inditasa el6tt szétvagjuk.
A vagas soran létrehozott 1j elem az 1j gyokér.

p gyokér
\

l26140] [48152] [62]63164]65166) [75177] [81]84]86] [92193194]

(b) A szétvagast kovetGen a keresés a szokasos modon folytatodik.
gyi);kér

é26£40£é48i52£é62;{63£64£65%66&75%77&81£84£86££92£93£94£

(¢) A keresés folytathato a kovetkezG szintre.
gyokeér

é26£40£é48£52£55£é62£63£64£65£66£i75£77£é81£84£86£492£93£94£

(d) A kovetkezs iteracioban a levélbe mar elhelyezhet6 a beszirand6 elem.

6.4. abra. B-faba val6 besztras soran a gyokér szétvagasa (55 beszirasa).
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6.3.1. Besztras pszeudokddja

A beszuras a binaris keres6fahoz hasonléan rekurziv, itt azonban tobb speciélis esettel is kell foglalkoz-
nunk, emiatt nem kdzvetleniil a rekurziv eljarast hivjuk meg, hanem elGszér egy segédfiiggvényt. Ennek
els6 paramétere a B-fa gyokere, a méasodik pedig a beszirandé kulcs értéke (miként emlitettiik, a kulcs
mellett kiilon tartalommal a pszeudokdédokban nem foglalkozunk, de természetesen ez is megjelenhetne
harmadik paraméterként). Ezt mutatja be a 6.1. algoritmus. A két emlitett specialis eset:

6.1. Algoritmus Besziras a B-faba

Bemenet: gydikér- M, érték - K
Kimenet: gydkér - M
1: eljaras BEszZURAS(cimszerint gyokér: M, érték : K)
2 ha gydékér = ¢ akkor
3 gyokér < LETREHOZ(M)
4: gyokeér.levél + igaz
5: kiilonben
6 ha gydkér.n = 2 x t — 1 akkor
7 p < gyokér
8 gyokér < LETREHOZ(M)
9: gyokér.levél < hamis
10: SZETVAGAS(p, gyokér)
11: elagazas vége
12: elagazas vége
13:  KERESESBESZUR(gyékér, érték)
14: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények

e érték: A kulcs, amit be kell szirni a B-fa megfelels helyére.

o gyokér: A B-fa gytkere, ami esetleg meg is véltozhat az eljaras futasa kozben.

e p: A szétvagashoz hasznalt segédvaltozo.

e LETREHOZ(M) : M: Létrehoz és visszaad egy 0j B-fa cstcsot.

e SZETVAGAS(p: M, szild: M): Szétvagja a p mutato altal hivatkozott csomopontot, amelyiknek a
sziil6jére a szild paraméter hivatkozik (6.5. algoritmus).

e KERESESBESZUR(p : M, érték : K): Megkeresi az érték kulcs helyét a p gydkert B-faban, majd
elvégzi annak beszurasat (6.2. algoritmus).

A 2. sorban 1év6 ellenérzés azt vizsgalja meg, hogy a fa gyokérelemének értéke g-e. Amennyiben igen,
ez azt jelenti, hogy a fa jelenleg iires, igy a besziras egy uj gyOkérelem felvételét jelenti. Az tjjonnan
létrehozott elemnek egyetlen kulcsa lesz csak (ennek megfelelGen beallitjuk a nvaltozo értékét), ez a kulcs
pedig a paraméterként kapott érték, de ezt majd a rekurzié fogja felvenni a tobbi esethez hasonlé médon.

Amennyiben a fa nem iires, ugy meg kell vizsgalnunk egy masik specialis esetet, a telitett gyokér
esetét. Ezt teszi a 6. sor, amely ellenérzi, hogy a gyokérelemben hany kulcs taldlhaté. Amennyiben a
kulcsok szama egyenls a maximalis értékkel, akkor a mar fent emlitett modon létrehoz egy 1j elemet (ez
lesz majd az 1j gyokér), majd szétvagja agy az aktualis gyokérelemet, hogy a kozéps6 elem ebbe az 1j
cstucsba keriiljon. Ezt koveti a gydkér mutatd aktualizalasa.

A kezdeti karbantart6 funkcidkat kévetGen, a fentiektdl fiiggetleniil elinditjuk magat a beszurast végzs
rekurziot a 13. sorban. Az eljarasnak atadjuk paraméterként a fa aktualis gyokerét, illetve a beszurando
kulcsot.

A 6.2 eljaras mutatja a rekurziét, ami szintrdl szintre lépkedve megkeresi azt a levelet, ahova majd
az ujonnan beszirandé elemet el kell helyezni. A KERESESBESZUR eljaras a rekurzio elsé szintjén a fa
gyokerét kapja paraméterként, amennyiben ez nem levél, akkor megkeresi a kulcsok alapjan, hogy melyik
irdnyba kell tovabb folytatni a keresést, és rekurzivan meghivja 6nmagat arra a gyerekre. Amennyiben
egy levélhez érkezett, akkor pedig meghivja a BESZURASLEVELBE eljarast, ami elhelyezi az 4j kulcsot a
levélben. Miutan ez megtortént, végeztiink is a beszarassal, igy ezen a szinten tovabbi miiveletek nem
futnak le. A rekurzi6 szintenként visszatér a gytkérelemig.
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6.2. Algoritmus Beszturandé elem helyének megkeresése és az 1j kulcs beszirasa

Bemenet: p - M, érték : K
1: eljaras KERESESBESZUR(p : M, érték : K)

2 ha p.levél akkor

3 BESZURASLEVELBE(p, érték)

4 kiilonben

5 gy < KULCSKERESES(p, érték)

6: ha p.gyerek[gy].n = 2 x t — 1 akkor
7 SZETVAGAS(p.gyerek|gy], p)

8 ha p.kulcs[gy] < érték akkor

9 gy < gy+1

10: elagazas vége

11: elagazas vége

12: KERESESBESZUR(p.gyerek[gy], érték)
13: elagazas vége

14: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények

e p: A csomoépont, amelyen beliil keresiink.

e gy: A tovabblépéshez sziikséges gyerekre hivatkozo segédvaltozo.

e érték: A kulcs, amit keresiink.

e BESZURASLEVELBE(p : M, érték : K): Beszurja az érték kulcsot a p paraméter altal hivatkozott
levélbe (6.3. algoritmus).

e KULCSKERESES(p: M, érték: K) : egész: Megkeresi a p mutato6 altal hivatkozott csomopontban
az érték kulcs helyét. Ha méar van ilyen kulcs a csomépontban, akkor annak az indexét, ellenkezs
esetben az els6 nala nagyobb kulcs indexét adja vissza (vagy p.n-t ha ilyen sincs) (6.4. algoritmus).

e SZETVAGAS(p: M, szild: M): Szétvagja a p mutaté altal hivatkozott csomopontot, amelyiknek a
sziilGjére a sziuld paraméter hivatkozik (6.5. algoritmus).

Ha azonban nem levélelemen &llunk, akkor biztosan tovabb kell majd 1épniink egy szinttel lejjebb.
Az 5. sorban taldlhaté KULCSKERESES eljaras megadja, hogy a cstcsban 1év6 kulcsok értékei alapjan
milyen irdnyban kell majd tovabblépni a kereséskor.

A tényleges tovabblépés el6tt azonban ellendrizniink kell, hogy a folytatashoz kivéalasztott elem nem
telitett-e. Ezt a 6. sorban lathaté modon egyszertien elvégezhetjiik, hiszen elég megvizsgalni, hogy a
kiszemelt gyereknek hany kulcsa van. Amennyiben ez a feltétel igaz, akkor a mar emlitett modon szét
kell vagni ezt az elemet. A szétvagas paramétereként meg kell adni a szétvagando gyereket, illetve annak
sziilGjét (ami most az aktualis, p altal hivatkozott csics), mivel a szétvagas soran egy kulcsot fel fog
majd hozni ez utébbiba. Amennyiben tortént szétvagas, akkor az eddig gyerekbdl kettd lett, igy djra
ellendrizniink kell, hogy a kett6 koziil melyikre kell folytatni a rekurziv keresést. Ha a felhozott kulcsnél
nagyobb a beszurandé kulcs, akkor aktualizalnunk kell a megfelel§ gyerek indexet, hiszen nem az eddigi
jelolt felé, hanem annak jobb testvére felé (az Gjonnan létrehozott elem felé) kell folytatni a keresést.

Fiiggetleniil attol, hogy tortént-e szétvagas, vagy pedig sem, az eljaras a 12. sorban meghivja 6nmagat,
az el6z6leg kikeresett gyerek csics felé folytatva a keresést.

6.3.2. Beszuras segédalgoritmusok

A teljes beszirés algoritmust darabokra térdelve mutatja be ez a jegyzet, hogy ne vesszen el az alapvets
mondanivalé a részletekben. Egy konkrét programnyelvi implementacidhoz azonban sziikség lehet a
legaprobb részleteket megvaldsité eljarasokra is, igy ezeknek a pszeudokddjai itt, elkiilonitve szerepelnek.

Az algoritmusban megjelent a levélbe valé beszirés lépése. Ezt ott kiilon nem részleteztiik, mivel
meglehetGsen egyszerd muveletrsl van szo, ennek algoritmusét tartalmazza a 6.3 algoritmus. Alapvetd
lépései: az 0j kulcs helyének megkeresése, a mogotte 1évs kulcsok héatrébb cstusztatasa (mivel levelrdl be-
széliink, igy itt a gyerekmutatokkal nem kell foglalkozni), majd az uj kulcs elhelyezése, végiil a darabszam
véltozé beéllitasa.
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6.3. Algoritmus Beszuras egy szabad helyet tartalmazé levélelembe
Bemenet: p- M, érték - K

1: eljaras BESZURASLEVELBE(p : M, érték : K)
2 i < KULCSKERESES(p, érték)

3 ciklus j < p.n-tdl i-ig

4 p.kules]j 4+ 1] < p.kules[j]

5: ciklus vége
6

7
8:

p.kules[i] + érték
p.né—pn+1
eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények
e p: A levélelem, amibe el kell helyezni az 4j értéket.
o érték: A kulcs, amit be kell szirni a levélelem megfelel§ helyére.
o KULCSKERESES(p: M, érték: K) : egész: Megkeresi a p mutato altal hivatkozott csomopontban
az érték kulcs helyét. Ha méar van ilyen kulcs a csomépontban, akkor annak az indexét, ellenkezé
esetben az els6 nala nagyobb kulcs indexét adja vissza (vagy p.n-t ha ilyen sincs) (6.4. algoritmus).

A kulcs helyének megkereséséhez a logaritmikus keresést hasznalja [9]. A cstcson beliili keresés meg-
valdsitasa is egyszertien lett megvalositva (mivel ez t6bb helyen is meghivésra keriil, igy kiilon fiiggvénybe
keriilt: 6.4. algoritmus).

Végiil, az egyik legfontosabb segédeljaras a szétvagast végzé algoritmus, ennek miikodése lathato
a 6.5. dbrédn. A besziras soran mind a gydkér, mind pedig a belsd cstcsok szétvagasakor is ez hivodik
meg.

6.4. Algoritmus A B-fa egy csomé6pontjaban egy kulcs keresése
Bemenet: p - M, érték - K
Kimenet: k—egész
1: fiiggvény KULCSKERESES(p : M, érték : K)
2 e+ 1
3 V4 Dp.n
4 ciklus
5: k<« |[(e+v)/2]
6.
7
8
9

ha érték < p.kuleslk] akkor
vek—1
kiilonben
: ha érték > p.kulcs[k] akkor
10: e+ k+1
11: elagazas vége
12: elagazas vége
13: amig e < v A p.kules[k] # érték
14: ha p.kulcs[k] > érték akkor

15: vissza k

16: kiilonben

17: vissza (k + 1)
18: elagazas vége

19: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e p: A csomopont, amelyen beliil keresni.
e ¢, v: A logaritmikus keresésnél hasznalt segédvaltozok.
e érték: A kulcs, amit keresiink.
e k: Az els6 nem kisebb kulcs indexe. Ha ilyen nincs, akkor értéke a kulcsok szama+1.
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Bar az algoritmus meglehetdsen hosszinak, valojaban csak a sokféle adatmozgatéis miatt tinik Gssze-
tettnek. A szétvagéashoz létre kell hoznunk egy 4j elemet, ez lesz majd a szétvigando elem 0j jobboldali
testvére. Egy ciklus segitségével atmasoljuk ebbe a szétvagando elem utolso (¢t —1) darab kulcséat (emiatt
is lényeges, hogy a szétvagast csak telitett elemeken tudjuk végrehajtani), illetve belss cstics esetében az
ezekhez a kulcsokhoz tartozé gyerekmutatokat. Mivel azonban az 1j elemet nem tudjuk hova lancolni a
szil6 kulcsai kozé, emiatt a maradék kulcsok koziil a legnagyobbat (tehat az eredeti szétvagando csics
kozépss elemét) felvissziik a sziilébe (ami bar meglehetésen egyszertd mivelet, de mégis a sziil§ jelentSs
atalakitasat igényli, hogy helyet csinaljunk az Gj kulcsnak a rendezettség szerinti megfelels helyen). Ezt
koveti még néhany technikai lépés, hogy a sziikséges valtozok (n, gyerekmutatok) a megfelels értékeket
tartalmazzak. Ezzel a szétvigis megvalosult. Amennyiben a kulcsok mellett kiilon tartalom mezéket is
szeretnénk, akkor a ciklusokat ki kellene egésziteni ezek masolaséval is.

6.5. Algoritmus B-fa egy csomépontjanak szétvagasa

Bemenet: p - M, szild : M

1: eljaras SZETVAGAS(p: M, szild: M)

2: ij < LETREHOZ(M)

3 1g.levél < p.levél

4: uj.n+—t—1

5: ciklus ¢ < 1-t6l t — 1-ig

6 dj.kules[i] < p.kules[t+ 1]

7 ciklus vége

8 ha —uj.levél akkor

9: ciklus i < 1-t6l t-ig

10: dj.gyerekli] < p.gyerek[t + 1|

11: ciklus vége

12: elagazas vége

13: p.n+—t—1

14: 141

15: ha sziild.n # 0 akkor

16: ciklus amig szild.gyerek|i] # p

17: 14—1+1

18: ciklus vége

19: ciklus j < sziild.n-t6l i-ig
20: szild.kules[j + 1] < szild.kules[j]
21: ciklus vége
22: ciklus j < szild.n+ 1-t61 (i + 1)-ig
23: szild.gyerek[j + 1] < szild.gyerek|j]
24: ciklus vége
25: elagazas vége
26: szild.kules[i] + p.kules]t]
27: szild.gyerekli] < p
28: szild.gyerekli + 1] < aij
29: szild.n < szild.n+ 1

30: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e p: A szétvagando elem.
i A szétvagaskor létrehozott 4j elemre hivatkozo mutatoé.
1,j: A masolasnal hasznalt segédvaltozok.
szuld: A szétvagandd elem sziilGje.
LETREHOZ(M) : M: Létrehoz és visszaad egy 0j B-fa cstcsot.
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6.4. Torlés B-fabol

6.4.1. Kulcs eltavolitasa

B-fabol val6 torlés szintén egy kereséssel kezdGdik, hiszen els§ korben meg kell talalnunk a toérlends
kulcsot. A keresés egészen hasonld a binaris keres¢fanal tanultakhoz, csak itt igazodnunk kell ahhoz a
tényhez, hogy egy csiicson beliil t6bb kulcs, és ennek megfelelGen ketténél tobb gyerek is elhelyezkedhet.
A keresés tehat ugyantigy rekurziv, minden szinten megvizsgaljuk az aktudlis csticsban 1évé kulesokat,
amennyiben koztiikk van a torlends elem, akkor meg is kezdhetjiik a torlést, ha nincs, akkor a kulcsok
alapjan kikereshets, hogy melyik részfa felé kell folytatni a keresést, és a torlést végzs eljarast rekurzivan
meghivjuk erre.

Miutan megtalaltuk a torlendd kulcsot, az aldbbi eseteket kell megkiilonboztetniink, attol fliggGen,
hogy a kulcs milyen csticsban taldlhato (levél, vagy sem), illetve annak a kdrnyezete milyen kulcsokat
tartalmaz.

e Levélbdl valo torlés: Amennyiben a levélnek van legalabb ¢ darab kulcsa, akkor a torlends kulcs
egyszertien elhagyhatd. Mivel levélr§l van sz6, nincs sziikség a gyerekmutatok karbantartasara,
ugyanigy nem kell azzal foglalkozni, hogy a kulcs torlése milyen médon érinti az ezekbdl kiinduld
részfakat. A torlés tehat lokalisan megoldhaté (6.5. dbra).

e Bels6 csiicsbdl vald torlés: Amennyiben bels csticsbol kell torolniink egy X kulcsot, és ennek a
csicsnak van legaldbb ¢ kulcsa, akkor belathaté, hogy az aldbbiak koziil legalabb az egyik médszer
hasznalhato:

— Amennyiben az X kulcshoz tartozé baloldali gyerek tartalmaz legalabb t darab kulcsot: Ke-
ressiik meg ennek a részfanak a legnagyobb elemét (X'), ezt masoljuk az X helyére, majd
rekurzivan folytassuk a torlést ebben a részfaban a X'-re (6.6. abra, illetve konkrétan az
athozatal lathato a 6.6c. abran).

— Amennyiben az X kulcshoz tartozé jobboldali gyerek tartalmaz legalabb ¢ darab kulcsot:
Keressiik meg ennek a részfanak a legkisebb elemét (X'), ezt masoljuk az X helyére, majd
rekurzivan folytassuk a torlést ebben a részfaban a X'-re (6.7. abra, illetve konkrétan az
athozatal lathato a 6.7c. dbran).

— Amennyiben az X kulcs bal- és jobboldalan is a fentieknél kisebb elemek vannak, akkor
belathato, hogy a két gyerek Osszevonhaté az X kulcecsal. Végezziik el ezt az Gsszevonést,
majd az ujonnan kapott elemben rekurzivan toroljikk az X-t (6.8. dbra, illetve konkrétan az
Gsszevonas lathato a 6.8d. abran).

A legutols6 esethez megallapithatunk egy specialis esetet is, amikor a torlendd elem a gydkérben
talalhato, és ez egyben az utolso kulcs is ebben a csicsban (a gyokérben nem kell teljesiilnie a kulcsokra
vonatkozo minimumfeltételnek, igy ez elképzelhets. A belss csicsokban - ésszert ¢ értéket valasztva - ezzel
a lehetGséggel nem kell szamolnunk). Ebben az esetben is az utols6 pontban megadott folyamatot kell
kovetniink, azonban egy kisebb moédositassal: amikor a K kulcsot levissziik az 0j, 6sszevont elembe, akkor
tulajdonképpen kivessziik az utolsé kulcsot is a gyokérbél. Ilyenkor ezt a mar iires elemet megsziintet;jiik,
és az 1j Osszevont csucs lesz a B-fa 0j gyokere.

Fontos észrevenniink, hogy a torlés soran eddig hasznalt modszereink mindig éltek azzal a feltétele-
zéssel, hogy a torlend6 K kulcsot tartalmazo belss csiucsnak/levélnek legaldbb ¢ darab kulcsa van. Ez
természetesen nem minden esetben all fenn, ilyen esetekben ezt nekiink kell biztositanunk, erre visszaté-
riink a 6.4.2. fejezetben.
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llll12l13l14l ll6l19l 422l23l24l l27%29l£26£40£é48i;52£é62£63£64£é81i84£é92;93£é97£98£

(a) Kezdetben a p a gyokérelemre hivatkozik. A kulcskeresés megadja, hogy a keresett elem nincs itt, illetve
azt is, hogy milyen iranyba kell tovabb folytatni a torlends elem keresését.
gy();kér

11]12[13]14) [16 lgl@%lﬂbgl12614@148:52H62l63l64ll81184u92 931 197/98]

(b) Ujra tovabb kell 1épni a rendezettségnek megfelels gyerekelemre.
gyokeér

p

N ,
llll12l13l14l l16l19l l22l23l24l 427l29l l26£40£é48;52£é62£63i64££81£84£é92;93£397£98£

(c) A kulcskeresés itt mar eredményes, hiszen megtalalta a torlends értéket.
gyokeér

111121141 116119, 1221231241 127129 12640, 1481521 [62163.64L 175 77181184 92'93 97.98
120141 160190 22123124] (271291 126400 48] 52) (621631640 b5l 7L 81184) 192093

(d) Mivel a térlends kulcs egy levélelemben talalhatd, aminek t6bb, mint (¢t — 1) darab kulcsa van, igy az
egyszertien elhagyhato.

6.5. abra. B-fa levelében taldlhato kulcs torlése (13-as elem).
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[11112]14) [16]19] 122123124;426l4oi448:52@32@63@64@481l84ug2::93ug7l98l

(a) Kezdetben a p a gyokérelemre hivatkozik. A kulcskeresés megadja, hogy a keresett elem nincs itt,
illetve azt is, hogy milyen iranyba kell tovabb folytatni a torlendd elem keresését.
gy();kér

111121141 1161191 1221231241 127129 12640 1481521 16216364 175 771 81184 92'93 97,98
b2l l1619422023124) (27120} 126405481520 1620631641, (7577) (81184)092093)

(b) A p tovabblépése utan a kulcskeresés megtalalja a torlendd kulcsot, lathat6, hogy ez nem levélelem,
teh&t nem lehet egyszertien csak elhagyni a kulcsot.
gyi);kér

J)11g12g14@16g19&2%23@4&27g29gg26g40g$48'52gg62g63364g 75077 g81gs4gg92'93gg97ggsg

(c) A torlendd kulcshoz tartozo baloldali gyereknek t6bb mint (¢ — 1) darab kulcsa van, emiatt innen egy
kulcs felhozhato.
gyokér
v

b

N .
[11112]141 [16]119] [22]23]24] [27]20] [26]40] l48£52l le2/63L64] [75177] [81184] [92193] [97]08]

(d) Ezt kovetGen folytatjuk a torlést a gyerekelemen a felhozott kulcsra.
gy();kér

[11112] [16119] [22123]24] [27]29] [26]40] l48‘:52l l6263164] [75]77) [81]84] [92] 93] [97[98]

(e) Mivel ez a gyerek egy levélelem, igy a torlés egyszertien megoldhato.

6.6. abra. B-fa belss cstucsdban taldlhato kules torlése, bal gyerekbdl felhozas (15-6s elem).
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[11112] [16119] [22123]24] [27]29] [26]40] l48‘:52l l62163164] [75]77) [81]84] [92] 93] [97[98]

(a) Kezdetben a p a gybkérelemre hivatkozik. A kulcskeresés megadja, hogy a keresett elem nincs itt,
illetve azt is, hogy milyen iranyba kell tovabb folytatni a torlendd elem keresését.
gyb;kér

(b) Megtalaltuk a torlendd kulcsot, lathato, hogy ez nem levélelem, tehat nem lehet egyszertien csak
elhagyni a kulcsot. Mint lathato, a baloldali gyereknél nincs felhozhat6 elem, hiszen a kulcsok szama
itt csak (¢t —1).

[11112] [16119] [22123]24] [27]29] [26]40] l48‘:52l 162/63164] 181/84] [92]93] [97 ]98],

(c) A jobboldali gyerekbdl viszont fel lehet hozni ismét egy kulcsot a toérlends kulcs helyére.
gyb;kér

[11]12] [16]19] [22]23]24] l26l40H48‘:52l462l63£64£ I81184] [92]93] [97 /98]

(d) Ezt kovetGen folytatjuk a torlést a gyerekelemen a felhozott kulcsra.
gyokér

l11112] [16119] [23]24] [27]20] [26]40] l48£52l l62]63164] [75077) [81]84] l92;93l l97/08],

(e) Mivel ez a gyerek egy levélelem, igy a torlés egyszertien megoldhat6.

6.7. abra. B-fa bels§ csucsaban talalhato kulcs torlése, jobb gyerekbdl felhozas (20-as elem).
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binl12] [1el19] [23124] [27129] [26]40] [48]52] [62163164) [75177) [81184]86) (92193194 (97198199

(a) Kezdetben a p a gyokérelemre hivatkozik. A kulcskeresés megadja, hogy a keresett elem nincs itt, illetve
azt is, hogy milyen irdnyba kell tovabb folytatni a torlend§ elem keresését.
gyokeér

L75177) [81)84]86] [92193194] [97108199]

(b) Megtalaltuk a torlend6 kulcsot, lathato, hogy ez nem levélelem, tehat nem lehet egyszertien csak elhagyni a
kulcsot. A baloldali gyerek csak (¢t — 1) darab kulcsot tartalmaz, igy innen nem lehet kulcsot felhozni.
gy(');kér

[1112] [16]19] [23124] [27[29] [26]40] [48]52] [62l63]64] [75177] [81]84]86] [9203194] (97198199

(c) A jobboldali gyereknél szintén nincs meg a sziikséges kulcsszam a felhozatalhoz.
gy();kér

I11l121 16 10 123124] [27]29] [26]40] [48152] [6263]64) [75177] [81]84]86] [92]93194] (9798199

(d) Kovetkezs lepésként emiatt Osszevonjuk a két gyereket, és levissziik az 1j elembe a torlends kulcsot is.

6.8. abra. B-fa belss cstucsaban talalhato kules torlése, két gyerek Osszevondasa (22-es elem).
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[1l12] [16[19[22123]24] [27]29] [26]40] [48]52] [62]63164) [75[77] [81[84]86] [92]03]04] [97[98]99]

e) Ezt kovetSen rekurzivan folytatjuk a torlést az 1j elemen a lehozott kulcsra.
ytat) ]
gyokér

[11112] [16119/23124] [27129] [26]40] 448;52l l62l63164] [75077) [81]84]86] [92]93]94] [97]08]99]

(f) A p altal mutatott elem egy levél, emiatt a torlés csak az elem elhagyasat jelenti.

6.8. abra. B-fa belsd csucsaban talalhato kules torlése, két gyerek Osszevonésa (22-es elem). (folytatas)
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6.4.2. Legalabb t darab kulcs biztositasa

Az el6z6 fejezetben lattuk a kulcs torlésének modjat, azonban végig éltiink azzal a feltételezéssel, hogy
a kulcsot tartalmazé levélnek van legaldbb ¢ darab kulcsa, tehat a minimumfeltételhez képest legaldbb
eggyel tobb (a gyokér esetében a minimumfeltétel nem ad korlatot, igy itt elég ha csak 1 darab kulcs
talalhato).

A beszturasnal mar megismertiink egy technikat, amivel méar a beszurds helyének keresése kozben
tudtuk biztositani, hogy maga a beszturas mindig olyan levélre jusson, ahol van legalabb egy szabad kulcs
hely. Ezt ugy oldottuk meg, hogy a keresést végz6 rekurzi6 minden részfara (gyerekre) valod djrahivas
el6tt ellendrizte, hogy a tovabblépésre megjeldlt csucs teljesiti-e ezt a feltételt, mert ha nem, akkor azt
szétvagva tudtuk garantalni a szilikséges kulcsszamot.

A t6rlésnél hasonléan fogunk eljarni, csak itt éppen ellenkezd kovetelményt kell garantélnunk, a gyokér
kivételével minden egyes elemnek legalabb ¢ darab kulcsot kell tartalmaznia. A beszturashoz hasonléan
itt is méar a keresési fazisban atalakitjuk a fat, amennyiben az sziikséges a feltétel biztositdsahoz. Tehéat
miel6tt a keresést végz6 rekurzié meghivna 6nmagat, ellendrzi, hogy a folytatashoz kiszemelt elem (mivel
a pszeudokodban erre tovdbb mutatéval hivatkozunk, hivjuk igy a késGbbiekben itt is) rendelkezik-e
megfelel§ szamu kulcesal. Amennyiben nem, akkor kdnnyen belathato, hogy az alabbi harom modszer
koziil valamelyik minden esetben hasznélhato:

e A tovdbb elem baloldali testvérének van legalabb t darab kulcsa: Ebben az esetben a két testvérhez
tartozé sziilébeli kulcsot levissziik a tovdbb elem elsé kulcsaként, a baloldali testvér legnagyobb
kulcsat pedig felvissziik a sziil6be ennek a helyére. Ezt kovetGen a baloldali testvér legjobbol-
dalibb gyerekét atlancoljuk a tovdbb cstucs legbaloldalibb gyerekeként. Ezt a folyamatot mutatja
a 6.9. abra, illetve magat a kulcsmozgatéast a 6.9b. abra.

e A tovdbb elem jobboldali testvérének van legalabb ¢ darab kulcsa: Ebben az esetben a két testvérhez
tartozoé sziilgbeli kulcsot levissziik a tovdbb elem utols6é kulcsaként, a jobboldali testvér legkisebb
kulesat pedig felvissziik a sziil6be ennek a helyére. Ezt kévetGen a jobboldali testvér legbalolda-
libb gyerekét atlancoljuk a towvdbb csucs legjobboldalibb gyerekeként. Ezt a folyamatot mutatja
a 6.10. abra, illetve magat a kulcsmozgatast a 6.10c. abra.

e A tovdbb elem mindkét testvérének csak (¢t —1) darab kulcsa van: Ebben az esetben az egyik gyerek
(a mi példankban a baloldali) 6sszevonhatoé a tovdbb cstccsal, tgy, hogy az elembe levissziik a sziilé
rajuk hivatkozd kulesat is. Ezt a folyamatot mutatja a 6.11. abra. Amennyiben nincs baloldali
gyerek, akkor ugyanezt megtehetjiik a jobboldalival is.

Az utolso esetben a sziil6bdl le kell vinniink egy kulcsot az Gsszevont gyerekekbdl allo csiicsba. Ez
akkor eredményezhet problémat, ha ezt a gydkérbdl kellene levinniink, ahol csak egy darab kulcsunk van.
Emiatt az utolso esetben itt is el¢fordulhat, hogy amennyiben a gydkérelemnek csak egy kulcsa van,
és a tul kevés kulcs miatt az ehhez tartozo két gyerekelemet Gsszevonjuk, akkor meg kell sziintetniink a
meglévs gyokért, és az 0j, Osszevont csicsot kell a késébbiekben gyokérnek tekinteniink. Ezt a folyamatot
mutatja a 6.12 abra.
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lllllQl llﬁllgl l23%24l27£29£é26£40£é48;52££62£63£64£é81£84£86Q92£93£94£é97£98£99£

(a) A kulcskeresés alapjan lathato, hogy a keresett elem nincs a gySkérelemben. A tovabblépés iranya is
adott, erre azonban nem tudunk tovdbbmenni, mivel nincs meg a sziikséges ¢ darab kulcs.
p_ gyokeér
¥

gyerekB

toydabb

o@oo
gl1(L12&16g19J)J)23g24g27329&2@40%48‘52J)J)62g63g64g 750771 [81]84]861 [92]93194] [97198199)

(b) A baloldali testvérben azonban van ,felesleg”, ezért innen a legnagyobb kulcsot felvissziik a sziil6be, majd
onnan a megfelel§ kulcsot levissziik a tovdbd altal mutatott elembe. A leirtaknak megfelelgen atlancoljuk a
legjobboldalibb gyereket is.

gyokér

lllllQl l16l19l l23l24l27l29l l26i40%48‘352&62%6%64%<£81£84%86&92%93&94%97%9%9917

(c) Az atalakitas utan mar tovabb tud lépni a keress rekurzié erre az elemre.
gyokeér

lllllQl l16l19l l23l24l27l29l l26i40%48‘352&62%6%64%AS1£84%86&92%93&94%97%9%9%

(d) A keresés folytatésa ebben a részfaban.
qgyokér

[11]12] [16] 19{%%426140@448125% le2163L64] [75177] I81184]86] [92]94] [97]198199]

(e) A torlendd elem egy levélben volt, igy onnan egyszertien eltavolithato.

6.9. abra. Legalabb ¢ darab kulcs biztositdsa. Elem athozéasa baloldali testvérbdl (93-as elem torlése).
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l11l12] [16119] [23124] [26]40] l48£52l l62/63164) [75177] Is1]84]86) [92]94] [97198199]

(a) A kulcskeresés alapjan lathato, hogy a keresett elem nincs a gyokérelemben. A tovabblépés
irdnya is adott, azonban nem tudunk tovibbmenni, mivel nincs meg a sziikséges t darab kulcs.
p_ gyékér
Ny

testyérB tovdbd ..

illllQl i16119l 123124 l26l40l l48£52l l62l63l64l 481l84l86l 492l94l 497l98l99l

(b) A baloldali testvérnek csak (¢ — 1) darab kulcsa van, igy innen nem tudunk elemet athozni.
p_ gyékér
Ny

testvérJ
.. estver

tovabb

l11l12] [16119] [23124] [26]40] l48£52l l62/63164) [75177] Is1]84]86) [92]94] [97198199]

(c) A jobboldali testvérnek t6bb eleme van, igy innen a sziilén keresztiil at tudunk hozni egy
kulcsot. Ezzel egyiitt atlancoljuk annak legbaloldalibb gyerekét is.
gyé;kér

l11112] [16119]) [23124] 26140} l48£52l l62/63L64] [75177] [81184/86], 492‘:94 l97/98199]

(d) Az atalakitas utan méar lehet folytatni a keresést a tovdbb altal mutatott elemre.

6.10. abra. Legalabb ¢ darab kulcs biztositasa. Elem athozésa jobboldali testvérbdl (64-es elem torlése).
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l 11 l 12l l 16%19! l23l24l l26l40 £é48;52£$62£63£64£ é81£84£86£$92;94£é97£98i99£

(e) A levélelemben megtalaltuk a torlendd kulcsot, itt mar a torlés egyszertien megoldhato.
gyokeér

l 11 l 12l l lﬁl 19l 42?424! l26£40%48‘1152&62%63&75&7&81£84£86&92;94%97&98@%

(f) A torlés végeredménye.

6.10. 4bra. Legalabb ¢ darab kulcs biztositasa. Elem athozésa jobboldali testvérbdl (64-es elem torlése).
(folytatas)
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bt 2J)g16g19J5J)23g24g27g29gg26g4ogg48‘ 52) [62063/64] [81]84186] [92]93194] (97198199

(a) A kulcskeresés alapjan lathato, hogy a keresett elem nincs a gyokérelemben. A tovabblépés iranya
is adott, erre azonban nem tudunk tovibbmenni, mivel nincs meg a sziikséges ¢ darab kulcs.
P gyokér
N

testyérB

l 11 l 12l l 16%19! l23l24l27l29l l26i40£$48;52&62%63%64&81%84%86%92%93i94£$97£98£99£

(b) A baloldali testvérnek csak (¢ — 1) darab kulcsa van, igy innen tudunk elemet athozni.
p_ gyokér
N

[11112] [16119] [23124]27129] [26]40] J)48‘ 52) [62063/64] [81]84186] [92]93194] (97198199

(c) A jobboldali testvérnek is csak (¢ — 1) darab kulcsa van, igy innen sem tudunk elemet 4thozni.
p_ gyokér
Ny

testvérB

bt zggmgl9&23@4@7gzgggze$4ogg4s' 52) [62063/64] [81]84186] [92]93194] [97198199)

(d) Emiatt sszevonjuk az elemet a baloldali testvérével, ehhez a sziil6b6l le kell hozni egy kulcsot.

l11l12] [16119] [23124127]29] [26140] [48152] [62]63164] [811841861 [92]93194] 97198 99]

(e) Az sszevonast kovetGen az 1j, Osszevont elem lesz a tovabbléps iranya.

6.11. abra. Legalabb ¢ darab kulcs biztositasa. Testvérek dsszevonasa (62-es elem torlése).
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62/63/64] [81]84186] [92]93194] [97198199]

(f) Ezt kovetben folytatjuk a keresést az Osszevont elemen keresztiil. Tovabblépés a 62-es kulcs
irdnyéaba.

62/63/64] [81]84186] [92193194] [97198199]

(g) Megtalaltuk a torlends kulcsot. Ez egy levélelemben helyezkedik el, igy egyszertien elhagyhato.
gy(');kér

11112] [16119) [23124]127]29] (26140 [48]52) l63164) [81184]86) [92193[94] [97/98]99]

(h) A torlés utani allapot.

6.11. abra. Legalabb ¢ darab kulcs biztositasa. Testvérek Osszevonasa (62-es elem torlése). (folytatas)
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lllll?g llGllQl l23l24£27%29%81£84J;86££92£93£94£é97£98£99£

(a) Mar a keresés els6 lépésénél sem tudunk tovabblépni, mivel a ko-
vetkez§ elemnek csak ¢t — 1 darab kulcsa van. Bal szomszédja nincs, igy
innen nem tudunk kulcsot ahozni.

p gyokér
Iy
o@o testvérJ

tovdabb

l11l12l llGllQl l23l24l27£29£é81£84£86£é92£93£94£é97£98£99£

(b) A jobboldali testvérnek csak ¢ — 1 darab kulcsa van, igy innen sem
tudunk elemet 4thozni.

P okér
~J
180}

tovdabb testvérJ

111112l 416119L i23124127129l l81l84l86l l92l93l94l497l98l99l

(c) Emiatt 6sszevonjuk az elemet a jobboldali testvérével, ehhez a szii-
16b6l le kell hozni egy kulcsot.
gyikér

(d) A gyokérben méar egy kulcs sincs, a gyerekek szama azonban még
igy is 1, ez mutat az Gsszevont elemre.

6.12. abra. Legalabb ¢ darab kulcs biztositasa. Testvérek Osszevonasa (27-es elem torlése).
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(e) A hiadnyos gyokeért figyelmen kiviil hagyva, folytatjuk a torlést. Az
elemen beliili kereséssel tovabblépiink.
gyokér

25 Tzfar20] (184156l 250 o) [ os o]

(f) Megtalaltuk a torlendd kulcsot. Ez egy levélelemben helyezkedik el,
igy egyszertien elhagyhato.
gy(ikér

gyokér
i

1231241201 [811841861 [92]93194]

(h) A torlés uténi ellendrizziik a gyokér allapotat. Ha kulcsainak
szama 0, akkor az els§ gyerek mutatoé altal hivatkozott elem lesz az
14j gyokeér.

6.12. abra. Legalabb ¢ darab kulcs biztositasa. Testvérek Osszevonasa (27-es elem torlése). (folytatas)
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6.4.3. Torlés pszeudokédja

Torlést indité eljaras

A fentiek alapjan mar megadhaté a torlés pszeudokodja. A kodban itt is sziikség lehet a torlés utan némi
karbantartasra (pl. amikor a gyokér alatti elemek Gsszevonédsa miatt meg kell sziintetniink a mar 1étezs
gyokérelemet), emiatt itt sem kozvetleniil a torlést végzs rekurziot hivjuk meg, hanem egy segédeljarast
(6.6. algoritmus).

Lathato, hogy ez az eljards azonnal meghivja a rekurziét, paraméterként atadva a B-fa gyokerét.
Miutan a vezérlés visszaérkezik, meg kell vizsgilni (3. sor), hogy tortént-e 6sszevonds a gyokér utolsd
kulecsaval. Ha igen, akkor a gyotkérben 1év§ kulcsok szama 0 lesz, mig a gydkérelem els6 gyereke az
Osszevonas soran kialakitott (egyébként a régi baloldali) elemre hivatkozik. Ez jol lathaté a 6.12. dbran
is. Az, hogy az Gsszevonas melyik lépésben tortént, valéjaban lényegtelen, itt mér csak az lényeges, hogy
a visszamaradt egyetlen kulcsot se tartalmazoé gyokérelemet kicseréljiik annak elsé gyerekére.

Specialis esetként jelenik meg az az allapot, amikor mar az egész B-fa csak egyetlen kulcsot tartalma-
zott, és ezt toroltiik. Az algoritmus lépéseit végigkovetve lathatd, hogy ilyenkor a gydkérben 1évé utolso
kulcs is torlgdik, az els§ gyerek mutatd értéke pedig o lesz. Ezt betoltve a gydkér valtozéba, helyesen
egy iires B-fat kapunk.

6.6. Algoritmus Kulcs torlése a B-fabol

Bemenet: gyokér- M, érték - K
Kimenet: gydkér - M
1: eljaras TORLES(cimszerint gyokér: M, érték : K)
2 KERESESTOROL(gyokér, érték)
3 ha gyoékér.n = 0 akkor
4: gyokér + gyokér.gyerek[1]
5 elagazas vége
6: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények
o gydkér: A B-fa gyokere. A torlends elem helyzetétdl fliggben esetleg meg is valtozhat az eljaras
végén.
e érték: A torlendd kulcs.
e KERESESTOROL(p : M, érték : K): Megkeresi az érték kulcs helyét a p gydkertd B-faban, majd
elvégzi annak torlését (6.7. algoritmus).

Torlést végzé rekurzio

Az el6bbi indit6 eljardsnal természetesen joval 6sszetettebb magat a keresést, torlést, majd az ezt kovets
karbantartast végz6 rekurziv eljaras. Ezt mutatja be a 6.7. algoritmus.
Magét az eljarast harom {6 részre oszthatjuk:

e A torlendd kulcs megkeresése.
e A torlendd kulces eltévolitasa.
e Keresés kozben a legalabb ¢ darab kulcs biztositasa.

Az eljarés elsd sora pusztan azt ellenérzi, hogy a torlendd elem megtalalhato-e a faban. Amennyiben
a p paraméter értéke @, az azt jelenti, hogy vagy eljutottunk a fa aljara, és nem taldltuk meg az elemet,
vagy pedig el se indult a rekurzio, mivel méar eleve egy iires fan inditottuk el a torlést. Mindkét esetben
hibat jelziink.

Ezt koveti a szokasos keresés. A rekurzié minden szintjén megvizsgaljuk, hogy az ott 1évE kulcsok
kozott szerepel-e a torlends. A csomoéponton beliili kereséshez a méar megismert KULCSKERESES fiigg-
vényt hasznalja. Ennek eredménye alapjan a 4. sorban ellenérzi, hogy a visszakapott index a toérlends
kulcsot mutatja-e.
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Amennyiben igen, akkor meg kell kezdeniink a kulcs torlését. Ez egy vizsgalattal kezdddik (5. sor),
hogy egy levélben van-e a megtalalt elem. Ha igen, akkor egyszertien toroljiik ezt a kulcsot (a késGbbi-
ekben részletezett modszernek készonhetGen biztosak lehetiink benne, hogy legalabb ¢ kulcs van ebben a
levélben, gyerekei pedig értelemszertien nem lehetnek). A kulcsokat elérébb kell tolni, majd cs6kkenteni
az n értékeét.

Amennyiben megtaldltuk az elemet, azonban az egy bels6 csiicsban van, akkor a fent leirtak szerint
kell eljarnunk, a haromféle modszert egyesével megvizsgaljuk, hogy hasznalhatdak-e ebben az esetben.
A 12. sor vizsgalja meg, hogy a baloldali gyereknek van-e legalabb ¢ kulcsa. Ha igen, akkor megkeressiik
az ebbdl a gyerekbdl kiindulé részfa legnagyobb elemét. Ezzel az elemmel feliilirjuk a toérlendé kulcsot,
majd rekurzivan folytatjuk a torlést a részfaban, az el6bb megtalalt kulcsra.

A masik lehetGség, hogy a jobboldali gyereknek van legaldbb ¢ darab kulcsa, ezt ellenérzi a 17. sor.
Amennyiben a feltétel igaz, akkor az elz6hoz hasonld miveletek futnak le, csak éppen ellenkezs iranyba.
Megkeressiik a jobboldali gyerekbdl kiindulé részfa legkisebb elemét. Ezzel feliilirjuk a térlendd kulcsot,
majd rekurzivan folytatjuk a torlést a jobboldali részfaban, az elgbb megtaldlt kulcsra.

Amennyiben a fenti kettd koziil egyik feltétel sem teljesiilt, akkor a harmadik modszert kell hasznal-
nunk (hiszen ilyenkor mindkét gyerek pontosan (¢ — 1) elemmel rendelkezik), ami a 21. sorban indul.
Ebben az esetben Gsszevonjuk a két gyereket a p-beli ¢. kulcesal (ami nem mas, mint a torlends kulces
indexe). Ezt kovetGen folytatjuk a torlést az 0j csomopont altal meghatarozott részfaban, tovabbra is a
torlends kulesot keresve.

Erdemes észrevenni, hogy a harom koziil barmelyik modszert is alkalmaztuk, mindharom esetben
folytatjuk a rekurziot. A belsd csuicsokbdl ugyanis nem tudjuk a torlést megvaldsitani egy lokalis mo-
dositassal, csak egy szinttel lejjebb tudtuk tolni a probléméat. Persze mindezt egymas utan tébbszor
alkalmazva el6bb-utobb eljutunk a levél elemekig, ahol pedig mar egyszertien befejezhets a torlési mii-
velet.

A torlést végzé eljaras harmadik fontos szerepe a legalabb ¢ darab kulcs folyamatos biztositésa a
rekurzi6 tjabb szintjének atadott csicson. Ennek modszereit tartalmazza a 6.4.2. fejezet, ugyanazokat
a technikdkat lathatjuk a kodban is. A 27-29. sorok beallitjdk néhany segédvaltozd értékét a késGbbi
egyszertibb hasznalat érdekében. A tovdbb hivatkozas mutat arra az elemre, ahova a rekurzié kovetkezd
szintjén lépniink kellene, a testvérB és testvérd valtozok pedig ennek a bal- illetve jobboldali testvéreire
hivatkoznak (feltéve persze, ha ilyenek léteznek, ha nem, akkor értékiik ¢ érték lesz).

Ezt koveti az els6 vizsgalat, hogy a baloldali testvérnek van-e legalabb ¢ darab kulcsa (31. sor).
Amennyiben van, akkor a 6.9b. abran lathaté6 modon athozunk egy kulcsot a baloldali testvértsl.

Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor megvizsgaljuk a jobboldali testvért, hogy annak van-e legalabb ¢
darab kulcsa (34. sor). Amennyiben van, akkor az el6z6h6z hasonlé mtveletet végezziik el, csak éppen a
masik irdnyba: athozunk egy kulcsot a jobboldali testvértsl (mikét ez a 6.10c. abréan is lathato).

Amennyiben egyik feltétel sem teljesiilt, akkor biztosak lehetiink benne, hogy mindkét testvérben
(amennyiben léteznek) pontosan ¢ darab kulcs taladlhato. Ilyenkor az Gsszevonast kell valasztanunk
(6.11. abra). Mindegy, hogy melyik testvérrel vonunk Ossze, ezért eljarasban talalhato elagazas csak
azt ellenérzi, hogy van-e egyéltalan baloldali testvér, mert ha van, akkor azzal von Gssze, ellenkezs
esetben pedig a jobboldalival. Az Gsszevonas soran mindig a baloldali elembe maésoljuk a kulcsokat a
jobboldalibol, emiatt a testvérB és tovabb elemek Osszevonasat kovetGen minden kulcs a testvérB csiicsba
keriil. Ilyenkor a tovdbb valtozé értékét modositanunk kell, hogy a keresés itt folytatodjon (39. sor).

A kilénboz6 modositasok utan (ha egyaltalan sziikség volt ezek koziil barmelyikre is) bar biztosak
lehetiink benne, hogy a tovdbb altal mutatott cstcsnak legalabb ¢ darab kulcsa van. Igy folytathatjuk a
rekurziv hivast erre az elemre (46. sor).
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6.7. Algoritmus B-fabol valé torlés rekurziv része (keresés és torlés)

Bemenet: p- M, érték - K
1: eljaras KERESESTOROL(p : M, érték : K)
2 ha p = ¢ akkor hiba "nincs ilyen kulcs"
3 i < KULCSKERESES(p, érték)

4 ha i < p.n A p.kules[i]| = érték akkor
5: ha p.levél akkor

6 ciklus j < i-t6l p.n — 1-ig

7 p.kules[j] « p.kules]j + 1]
8 ciklus vége

9: pn+pn—1

10: kiilonben

11: gyerekB <« p.gyerek[i — 1]

12: ha gyerekB.n > t akkor

13: p.kules[i] <+ RESZFAMAX (gyerekB)

14: KERESESTOROL(gyerekB, p.kulcs[i])

15: kiilénben

16: gyerekJ < p.gyerekli + 1]

17: ha gyerekJ.n > t akkor

18: p.kules[i] < RESZFAMIN(gyerekJ)

19: KERESESTOROL(gyerekJ, p.kulcs[i])

20: kiil6nben

21: 0sszEVONESSzULOBOLLEHOZ gyerekB, gyerekJ, p, 1)
22: KERESESTOROL(gyerekB, érték)

23: elagazas vége

24: elagazas vége

25: elagazas vége

26: kiilonben

27: tovdbb < p.gyerek]i]

28: testvérB < (i > 1 7 p.gyerek[i — 1] : @)

29: testvérJ < (i <= p.n ? p.gyerek[i+1] : o)

30: ha tovdbb # ¢ A tovdbb.n < t akkor

31: ha testvérB # & A testvérB.n > t akkor

32: BALTESTVERBOLATHOZ(tovdbb, testvérB, p, 1)

33: kiilénben

34: ha testvérJ # @ A testvérd.n > t akkor

35: JOBBTESTVERBOLATHOZ(tovdbb, testvérJ, p, i)
36: kiil6nben

37: ha testvérB # ¢ akkor

38: OsszEVONESSZULOBOLLEHOZ (testvérB, tovabb, p, i— 1)
39: tovabb < testvérB

40: kiilonben

41: OsszEVONESSZULOBOLLEHOZ(tovdbb, testvérd, p, i)
42: elagazas vége

43: elagazas vége

44: elagazas vége

45: elagazas vége

46: KERESESTOROL(tovdbb, érték)

47: elagazas vége

48: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények
e p: A vizsgélando részfa gyokere.
érték: A torlendd kulcs.
REszraAMAX(p : M) : K: Visszatéresi értéke a részfa legnagyobb kulcsanak értéke.
RESZFAMIN(p : M) : K: Visszatérési értéke a részfa legkisebb kulesanak értéke.
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6.4.4. Torlés segéd algoritmusok

Az attekinthetGség kedvéért néhany mivelet kiils6 (esetenként csak egyszer hivott) fliggvényben lett
megvalositva.

Tlyenek példaul a megadott gyokert részfa legkisebb, illetve legnagyobb elemének kivalasztasa (6.9. és
6.8. algoritmusok). Ezek miikddése hasonlo a binaris keres6fanal méar tanulthoz, hiszen a fa legkisebb
kulcsa itt is a legbaloldalibb elem (mindig a levélben), illetve a fa legnagyobb kulcsa itt is mindig a
legjobboldalibb elem lesz (ami nyilvanvaloan szintén levélben fog elhelyezkedni). Ennek megfeleléek ezek
az eljarasok csak egy egyszeri rekurziot tartalmaznak, ami folyamatosan halad a faban lefelé, amig meg
nem talalja a megfelels elemet, majd abban a sziikséges kulcsot.

6.8. Algoritmus Adott gyokeri (rész)fa legkisebb kulcsa

Bemenet: p- M
1: eljaras RESZFAMIN(p : M)

2 ha p.levél akkor

3: vissza p.kulcs[1]

4: kiilonben

5 vissza RESZFAMIN(p.gyerek[1])
6 elagazas vége

7: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e p: Az aktudlisan vizsgalt B-fa gydkere.

6.9. Algoritmus Adott gyokeri (rész)fa legnagyobb kulcsa

Bemenet: p- M
1: eljaras RESZFAMAX(p : M)

2 ha p.levél akkor

3: vissza p.kulcs[p.n]

4: kiilonben

5 vissza RESZFAMAX(p.gyerek[p.n + 1])
6 elagazas vége

7: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e p: Az aktualisan vizsgilt B-fa gytkere.

( Megjegyzés w

Az altalunk hasznélt algoritmusok nem optimalisak, példaul a minimum és maximum
keresést koveti egy torlés, ami tulajdonképpen ugyanazt az utat jarja be. Ha tokéletesiteni
szeretnénk a pszeudokodjainkat, akkor célszertd lenne ezeket az eljarasokat Gsszevonni.

A legalabb t darab kulcs biztositdsahoz sziikséges miivelet a baloldali, illetve a jobboldali testvérbdl
valo kules athozatala. Onmagukban ezek az eljarasok nem bonyolultak, azonban a meglehetdsen nagy
mennyiségl adatmozgatas miatt (harom cstcsban is valtoznak a kulcs, gyerek, és n értékek) meglehetsen
hossztaak. Ezért ezek két eljarasban lettek megvaldsitva: 6.10. és 6.11. algoritmusok.

Még szintén a t kulcs biztositasahoz sziikséges lehet az elemek Gsszevonéasat végzs eljards, ezt mutatja
be a 6.12. algoritmus. Mint lathatd, ennek hdrom paramétere van, a bal- illetve jobboldali 6sszevonandé
elem, illetve egy hivatkozas ezek kozos sziileire és a kulcsra, amelynek 6k a bal és jobb oldalan allnak.

Az Gsszevonas tulajdonképpen a baloldali elembe val6 dtmozgatéisat jelent, mind a sziil6bdl lehozott
j kulcs, mind pedig a jobboldali csticsbél athozott kulcsok itt bévitik a mar meglévs kulcsokat. Erte-
lemszertien ennek megfelelGen novelni kell az n értékét, illetve at kell vinni a sziikséges gyerek mutatokat
is. A mivelet sorédn a sziil6b6l t6rolni kell a lehozott kulcsot, tovabba a jobboldali elemet is toroljiik,
hiszen a kés6bbiekben nincs mar ra sziikség (a sziilébol valo kules torlést kovetGen mar hivatkozas sincs
ra).
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6.10. Algoritmus Baloldali testvérbdl elem dthozasa

Bemenet: tovdbb - M, testvérB - M, szild - M, i - egész
1: eljaras BALTESTVERBOLATHOZ(tovdbb : M, testvérB: M, szild: M, i: egész)
tovdbb.n < tovabb.n + 1
tovdbb.gyerek[tovibb.n + 1] < tovdbb.gyerek[tovdbb.n]
ciklus j « tovdbb.n - 1-t6l 1-ig
tovdbb.kules[j + 1] + tovdbb.kulcs[j]
tovdbb.gyerek[j + 1] < tovdbb.gyerek[j]
ciklus vége
tovabb.gyerek[1] < testvérB.gyerek|testvérB.n + 1]
tovdbb.kules(1] + szildé.kulcs[i — 1]
szild.kules[i — 1] + testvérB.kulcs[testvérB.n]
11: testvérB.n + testvérB.n — 1
12: eljaras vége

L P NPT R WD
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@

Felhasznalt valtozdk és fliggvények
e tovdbb: A B-fa egy csicsa, amelyre tovabb szeretnénk majd lépni (itt kell biztositani az elegendd
elemszamot). Pontosan ¢t darab kulcsa van.
o testvérB: A tovdbb elem baloldali testvére. Legalabb ¢ darab kulcsa van.
e szild: A tovdbb elem sziilGje.
e i: A sziil6bdl a tovdbb csomopontra vonatkozé kulcs indexe.

6.11. Algoritmus Jobboldali testvérbdl elem athozasa

Bemenet: tovabb - M, testvérJ - M, szild - M, 1 - egész
1: eljaras JOBBTESTVERBOLATHOZ(tovdbb : M, testvér] : M, sziild : M, i: egész)

tovdbb.n < tovabb.n + 1

tovabb.kules[tovdbb.n] < szild.kulcs|i]

szild.kules[i] < testvérJ.kulcs(1]

tovdbb.gyerek[tovibb.n + 1] < testvérJ.gyerek|1]

ciklus j < 1-t8l testvérJ.n - 1-ig
testvérJ.kulcs[j] < testvérd.kules[j + 1]
testvérd.gyerek[j] < testvérJ.gyerek[j + 1]

ciklus vége

testvérJ.gyerek|[testvérd.n] < testvérJ.gyerek|testvérd.n + 1]

11: testvérJ.n « testvérJ.n — 1

12: eljaras vége

© P NPT R

H
@

Felhasznalt valtozdk és fliiggvények
e tovdbb: A B-fa egy csicsa, amelyre tovabb szeretnénk majd lépni (itt kell biztositani az elegendd
elemszamot). Pontosan ¢ darab kulcsa van.
o testvérJ: A tovdbb elem jobboldali testvére. Legaldbb t darab kulcsa van.
o szild: A tovdbb elem sziilGje.
e i: A sziil6bdl a tovdbb csomopontra vonatkozé kulcs indexe.
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6.12. Algoritmus Két elem 6sszevonasa, és a sziil6bdl egy kulccsal kiegészitése

Bemenet: bal - M, jobb - M, szild - M, i - egész
Bemenet: gyokér- M, érték - K
1: eljaras OsszEvoNESSzULOBOLLEHOZ(bal: M, jobb: M, sziild : M, i: egész)
2 bal.n < bal.n+ 1
3 bal.kulcs[bal.n] < sziilé.kulcs]i]
4 bal.gyerek[bal.n+ 1] < jobb.gyerek[1]
5: ciklus j < 1-t6l jobb.n-ig
6: bal.n < bal.n+ 1
7 bal.kules[bal.n] < jobb.kulcs[j]
8 bal.gyerek[bal.n] « jobb.gyerek[j + 1]
9 ciklus vége

10: ciklus j < i-t6l szild.n — 1-ig

11: sziild.kules|j] + szild.kules[j + 1]
12: ciklus vége

13: ciklus j < i + 1-t6l szild.n-ig

14: szild.gyerek|j] < szild.gyerek[j + 1]
15: ciklus vége

16: 8zild.n < szild.n — 1

17: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
o gyokér: A B-fa gyokere. A torlendd elem helyzetétdl fliggSen esetleg meg is véltozhat az eljaras
végén.
o érték: A torlends kulcs.
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7. fejezet

Graf

7.1. Grafok felépitése

7.1.1. Alapveté jellemzdsk

Az eddig megismert dinamikus szerkezetek utan (listak, fak), a kovetkezs lépést a grafok jelentik. Egy
irdnyitott grif nem mas, mint a csucsok halmaza, illetve egy ezen értelmezett binaris relacio (élek hal-
maza). Mint adatszerkezet, egyszerten felfoghat6 az eddig megismert egyéb dinamikus adatszerkezetek
altalanositasaként, hiszen azokhoz hasonléan csticsokbdl all, amelyekbdl tetszéleges szami él mutat a
tobbi csics felé. Ennek megfeleléen mind a lédncolt lista, mind pedig az elézéleg megismert fa adat-
szerkezetek is grafok, a hamarosan bemutatésra keriil6 mtveletek (pl. bejarasok) az el6zdleg megismert
adatszerkezeteken is jol hasznalhatok (pl. a tanult fa bejarasok alapvet&en megfelelnek az ismertetésre
keriil6 mélységi bejarasnak).

Ezek el6tt azonban vizsgaljuk meg, hogy milyen forméaban tudjuk eltarolni a grafokat. A lancolt
listak, illetve a fak tarolasa erdsen alapozott arra a tulajdonsigra, hogy mindkét adatszerkezetben volt
egy kitlintetett elem (fej vagy gyokér néven), és kiviilrsl csak ezekhez rendelkeztiink hivatkozassal, tehat
ezeken keresztiil értiik el a tobbi elemet. A grafok esetében azonban altaldban nem hatarozunk meg ilyen
pontokat, s6t, irdnyitott, illetve nem Osszefiiggs grafoknél még az sem biztos, hogy kiilonb6z6 csiicsokbol
kiindulva ugyanazokhoz a csticsokhoz tudunk eljutni.

7.1.2. Alapmiiveletek

Itt is tobbféle implementéacios mod létezik, és latni fogjuk, hogy az algoritmusaink miikddése szempont-
jabol lényegtelen, hogy melyik tarolasi modot valasztjuk (persze vannak teljesitménybeli kiilonbségek),
a lényeg, hogy az alabbi miiveleteket meg tudjuk valésitani:

o Graf szintjén sziikséges miiveletek (ahol G egy graf, aminek tipusa GRAF):

— G.Csicsok: Visszaadja a G graf csicsainak a listdjat.

— G.Elek: Visszaadja a G graf éleinek a listajat.
e Csucs szintjén sziikséges miiveletek (ahol x és y cstcsok, amelyek tipusa CSP):

— 1. VezetEl(y): Vezet-e él az x csticshol az y csicsba?

— 1.Sz0mszédok: Visszaadja az x csics szomszédait (azokat a csicsokat, amelyekbe vezet él a
megadott cstucsbol).

A fentieket sziikség szerint kiegészithetjiik tovabbi mtiveletekkel /tulajdonsagokkal:

e A graf csicsaindl bevezethetiink egy tartalom (tart) mez6t, ami a lancolt lista és a binaris kereséfa
megvalositashoz hasonléan a graf csucsaban eltarolt objektumot képviseli. Hasonlé moédon lehet
kulcs mezénk is ha sziikséges.
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e Silyozott grafok esetében a VezetEl-hez hasonloan bevezethetiink egy Suly fiiggvényt is, ami
megadja, hogy megadott csticsba milyen silyud él vezet (ha egyaltalan van ilyen).

« s

ahhoz, hogy magét a grafot milyen formaban taroljuk. A koévetkezSkben, a tarolasi modokkal egyiitt
attekintjiik a fenti alapmiiveletek megvaldsitasanak modjait is.

Ezeken tul sziikség lehet tovabbi modosité miiveletekre, pl. 0j csics felvétele, 0j él felvétele, meglévs
csucs torlése, meglévs él torlése, él silyanak megvéltoztatasa, stb. Részletesen ezekkel sem foglalko-
zunk, mivel a tarolastél fliggSen ezek altaldban nagyon egyszertien megvaldsithatok (vagy éppen nem
megvalosithatok, miként bizonyos tarolasi médoknal nincs lehet@ség a csicsok szaméanak novelésére).
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7.2. Grafok implementaciéja

7.2.1. Dinamikus tarolas

Ha nyomon koévetjiik az eddig megismert adatszerkezeket, akkor jol lathaté a hasonlosag kozottiik. A
lancolt lista minden eleme eltarolt egy tartalmat, illetve egy darab referenciat a kovetkezd elemre. A
ciklikus lancolt lista kivételével ez a hivatkozds nem mutathatott egy el6z6 elemre. A fik esetében
technikailag csak annyi kiilonbséget lattunk (bar méar ez is jelentSsen megvaltoztatta a miiveleteinket),
hogy minden elemnek lehet t6bb | kdvetkez§” eleme is, a binéris keres6fa esetében legfeljebb kettd, de pl.
a B-fanal lattuk, hogy a gyerekek szdma lehet ennél tobb is. A fanéal azonban még mindig tudtuk, hogy
nincsenek visszairanyul6 kovetkezé mutatok, tehat nem lehet egy elem barmelyik leszarmazottja az & Gse
is egyben, hiszen ezzel a legtdbb algoritmusunk végtelen ciklusba keriilt volna.

Ha kovetjiik az eddigi gondolatmenetet, akkor a grafot elképzelhetjiik egy olyan dinamikus adat-
szerkezetként, ahol minden egyes elemnek van egy tartalmi része, illetve tetszéleges szdmu mutatoja,
amelyek a szomszédaira mutatnak. Ezeket a hivatkozasokat eltarolhatjuk minden egyes cstcsban egy
tombben, ez azonban csak akkor valésithatd meg, ha tudjuk az egy csiicsbol kiindulé élek maximaélis sza-
mat. Amennyiben ez nincs igy (mivel két csticspont kozott tobb él is vezethet, igy még a csicsok szama
se mindig kielégitd korlat), akkor esetleg egy lancolt listaban is eltarolhatjuk ezeket a hivatkozasokat.

Tovabbi esetleges modositasok:

e Iranyitott/iranyitatlan grafok: Mivel a programozasi nyelvekben lévé mutaté tipusok mindig csak
egyiranyuak, igy ezzel a modszerrel csak irdnyitott grafokat tudunk modellezni. Irdnyitatlan eset-
ben minden él két mutatét jelent, amelyek a két irdnyt jelképezik.

e Silyozott grafok: Magaban a graf csucsban is tarolhatjuk, hogy az egyes élek milyen silytak, vagy
akar magat az élt is elképzelhetjiik kiilon objektumként, aminek van sily tulajdonsaga.

Az igy elkésziilt adatszerkezet szépségét némileg bearnyékolja, hogy a graf esetén nem elégedhe-
tiink meg egy darab ,fej-szer” kiilsG hivatkozassal, hiszen a késGbbi bejarasainkat barmelyik csiicsbol
el szeretnénk tudni inditani. Emiatt minden cstcsra célszeri felvenni egy-egy kiils referenciat (amiket
tarolhatunk akar egy hasito tablazatban is).

A moédszer elénye, hogy dinamikus volta miatt optimalis a helyfoglalasa, illetve lehetdség van futas
kozben 1j csticsok felvételére és megléve cstcsok torlésére. Erdemes azonban megismerni két, a gyakor-
latban elterjedt tovabbi megoldast.

7.2.2. Tarolas csticsmatrixban

Amennyiben megengedjiik azt a korlatot, hogy a graf cstcsainak szamat fixnek tekintjiik, akkor joval
egyszertibben kezelheté modszerekhez jutunk. A csicsmatrixban valé tarolas talan a legegyszertibb ta-
rolasi modszer, még ha bizonyos esetekben nem is tekinthet$ hatékonynak. A graf tarolasanak alapelve,
hogy létrehozunk egy kétdimenzios C'S nevii méatrixot, amely sorainak és oszlopainak a szdma megegye-
zik a graf csucspontjainak a szaméval (és minden graf csucsot hozzarendeliink egy-egy sorhoz, illetve
oszlophoz).

Ezt kovetben a CS;; azt hatdrozza meg, hogy az . csticsbdl vezet-e él a j. cstcsba. A matrix
tartalmazhat igaz/hamis értékeket (vezet-e €l), vagy akar természetes szamokat is (hany él vezet, 0 ha
nincs, 1 vagy annél nagyobb, ha van).

A 7.1. abra egy példat mutat erre a tarolasi médra. Lathato, hogy pl. a CS3 3 helyen 16v6 1-es azt
mutatja, hogy van él, ami a 2-es csticsbél vezet a 3-as csiicsba.

Tovabbi esetleges modositasok:

e Iranyitott/iranyitatlan grafok: Mindkét fajta grafot egyszertien abrazolhatjuk. Iranyitatlan grafok
esetében nyilvanvaléan minden CS; ; és CS;; érték azonos lesz, igy nem is sziikséges eltarolni a
teljes matrixot, elég csak a fels6 haromszégmatrixot (ezzel a tarigény csaknem a felére csokken).

e Stulyozott grafok: Egy stlyozott grafot tgy is tarolhatunk, hogy C'S; ; megadja, hogy az i. cstcsbol
a j. csucsba vezets élnek mennyi a sulya. Ebben az esetben valamilyen specidlis médon jeldlniink
kell azt is, ha nem vezet él (ez alapos megfontolast igényel, hiszen pl. a 0 valasztésa nem feltételniil
szerencsés, ha szeretnénk 0 sulyu élekkel is dolgozni).
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7.1. abra. Irdnyitatlan, stlyozatlan graf és az azt reprezentald csticsmatrix.

Az alapmiiveletek megvaldsitéasai:

o 1. VezetEl(y): Egy lépéssel megoldhato az ellenérzés, mivel csak az z-hez tartozé sor, és az y-hoz
tartozo oszlopban 1évé értéket kell megvizsgalnunk. Ha itt hamis (vagy 0) szerepel, akkor nincs él,
kiilénben pedig van. Iranyitatlan graf esetén, ha csak a fels6 haromszoget taroljuk, akkor esetenként
at kell alakitanunk a kérdést y. VezetEl(z) formara.

o 1.Szomszédok: Ez mar egy joval eréforras-igényesebb mivelet. Végig kell nézniink az X-hez tartozo
sort a csucsmatrixban, és ki kell valogatni azokat az oszlopokat (illetve a hozzajuk tartozo csicso-
kat), amelyeknél a matrix értéke nem hamis (vagy 0). Ez a lista lesz a tulajdonsag visszatérési
értéke.

e (.Csicsok: Mindig feltételezziik, hogy valahol eltaroljuk a csicsok adatait. Itt ezt kell visszaad-
nunk.

e G.Elek: Ez szintén sok lépést igényel. Veégig kell nézniink a matrix minden elemét, és ez alapjan
tudjuk visszaadni az élek listajat.

Lathato, hogy bizonyos miiveletek nagyon hatékonyan megvaldsithatok ebben a téarolasi forméban,
masok pedig kevésbé. Roviden Osszefoglalva a tapasztalatokat:

e Tarhely szempontjabél: Mivel a létrehozott tomb mérete mindig a csticsok szdmanak a négyzete
lesz, igy ez mindig ugyanakkora. A téarolas hatékonysaga tehat attol fiigg, hogy valdjaban hany élt
tarolunk, amennyiben ez a szam kicsi, akkor a tomb sok felesleges helyet foglal.

e Sebesség szempontjabol: Altalaban elmondhat6, hogy akkor célszeri ezt a tarolasi modot vélasz-
tani, ha a grafon végzends miiveletek f6leg az élek meglétének vizsgalatat igénylik (mivel ez csak
1 1épést igényel), kevésbé a szomszédsagi vizsgalatokat (ami viszont a csicsok szaménak megfelels
lépést igényel).

7.2.3. Szomszédsagi listaAban tarolas

Az el6zbleg felsorolt negativumok miatt bizonyos esetekben célszert lehet egy masik megvalositast alkal-
mazni, ez pedig a szomszédséagi listdban val6 tarolas.

Az alapelvet jol szemlélteti a 7.2. abra. Létre kell hoznunk egy, a csiicsok szamaval megegyez6 méreti
L tombot (esetleg hasitd tablazatot), amely lancolt lista elem tipusd hivatkozéasokat tartalmaz (a graf
minden cstucsat hozzarendeljiik a vektor egy eleméhez).

Az éleket pedig ugy taroljuk el, hogy az i. indexhez tartozo csicsbol kiindulé éleket (implementaciotol
fiiggGen magat az élt, vagy a cél cstcsot, vagy a cél csiucs indexét) az L[i] lancolt lista tartalmazza.

Az alapmiiveletek megvaldsitésai:

o 1.VezetEl(y): Az el6z6 megoldassal ellentétben ez egy meglehetGsen erdforras-igényes miivelet,
hiszen végig kell nézniink a lancolt listat. Rendezéssel persze valamennyire lehet ezen gyorsitani,
illetve a listaban csak annyi elem van, ahény él kiindul az adott cstcspontbdl, tehat valamivel jobb
a helyzet, mint a cstcsmatrix szomszédkeresésénél.
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feji—{ 2 > 4 5|0

fejo—{1 >3 4|0

fejz— 2 > 4 > 6| 0

feja—| 1 > 2 >3 > 5 > 6|0
fejs— 1 > 4 > 6 7|0
feje—=3 > 4 > 5 7|0

fejr—={5 > 6|9

7.2. dbra. Iradnyitatlan, silyozatlan graf szomszédsagi listaval abrézolva.

o z.5zomszédok: Ez viszont itt konnyen megadhato, csak vissza kell adni (esetlegesen kisebb atala-
kitasok utan) magat a lancolt listat, ami épp ezt az adatot tarolja.

e (.Csucsok: Feltételezziik, hogy valahol eltaroljuk a csicsok adatait. Itt ezt kell visszaadnunk.

e G.Elek: Ez is hatékonyabb lesz ebben az esetben, csak Ossze kell fiizniink az Gsszes lancolt listat
az, eredményhez.

Roviden itt is Osszefoglalhatjuk, hogy mikor érdemes hasznalni ezt a modszert:

e Tarhely szempontjabol: A lancolt listdk fej valtozoi és az elemek kdvetkezé mutatoi mind vala-
mennyi tarhelyet igényelnek. Amennyiben kevés él indul ki az egyes csticsokbdl, akkor altalaban
még ezzel egyiitt is kevesebb helyet foglal a szomszédsagi lista, mint a csiicsmatrix, az élek szama-
nak novelésével azonban ez a helyzet romlik, majd meg is fordul. Tehat ahhoz, hogy egyértelmien
elddntsiik, hogy melyik foglal kevesebb helyet, tudnunk kell a csomoépontok és élek szamat, illetve
a mutatok és a tartalom altal foglalt helyet.

e Sebesség szempontjabol: Altalaban elmondhaté, hogy akkor fogjuk ezt a tarolasi modot véalasztani,
ha a grafon végzendd miiveletek féleg a szomszédsagi kapcsolatok vizsgalatat igénylik majd (mivel
ez csak 1 lépést igényel), kevésbé az élek meglétének lekérdezését (ez ugyanis 1..csdcsokszdma
darab lépést is igényelhet).
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7.3. Bejarasok

Miként a tobbi adatszerkezetnél, ugy itt is a bejarasok vizsgalataval kezdjiik az adatszerkezet mitiveletei-
nek bemutatasat. Tegyiik fel, hogy méar rendelkeziink egy, a fenti modszerek egyikével eltarolt graffal, és
ennek szeretnénk feldolgozni az elemeit. A bejéras célja itt is hasonlo, mint az el6zd dinamikus adatszer-
kezeteknél, azonban attél némileg kiilonbdzik. Mig a lancolt lista és a fa esetében a bejaras kiindulépontja
mindig a fej vagy gyokér volt, addig a grafok esetében nem szoktunk kijeldlni egy megkiilonboztetett
pontot, igy a bejaras barmelyik csicsbol elindithat6. Masik lényeges kiilénbség, hogy mig a lancolt lista
és a binéris kereséfa esetében a bejaras az adatszerkezet Gsszes elemének a feldolgozasat jelenti, addig
a graf esetében a bejaras csak azokat fogja elérni, amelyek az el6bb emlitett kiindulépontbdl elérhetGek
a graf élei mentén (a feldolgozandé elemek alatt a graf esetében altalaban a csucsokat értjiik, habéar az
élek ugyanigy a graf alkotoelemei, és elképzelhetGek olyan bejarasok is, amelyek az élekre vonatkozdan
is adnak valamiféle kévetelményt).

Ennek megfelelGen tehat mindkét ismertetésre keriils bejaras (szélességi és mélységi bejaras) esetében
az algoritmus bemenete egy cstucs lesz, amelybdl elindulunk. Az algoritmus pedig futésa kozben az Gsszes,
ebbdl a cstucsbol elérhetd csucsot fel fogja dolgozni. A kiilénbség pusztén az a két bejaras kozott, hogy
kiilénb6z6 sorrendben érik el az egyes csiicsokat. A bejaras szempontjabol nem kell azzal foglalkoznunk,
hogy a feldolgozis maga milyen jellegii miivelet, lehet hogy a képernyére kiiras, lehet hogy maddositas,
lehet hogy csak Osszegytijti az elért csiicsok referencidit egy témbbe, stb. A t6bbi adatszerkezethez
hasonlbéan az algoritmus ezektdl fiiggetleniil, altalanosan értelmezhetd lesz.

A bejarasok széleskoriien alkalmazhatok egyéb grafokkal kapcsolatos feladatok esetében is: kompo-
nensek keresésére, a graf osszefliggGségének vizsgalatara, stb. [1, 2, 11]

7.3.1. Szélességi bejaras

A szélességi bejdards alapelve, hogy elsgként mindig a kiinduloponthoz legkozelebbi csticsokat dolgozza
fel. A 7.3. abran jol lathato ez a sorrend. A kezd@pont utan az ettdl egy élnyi tavolsagra 1évs csiicsokat
dolgozza fel (ezek feldolgozasi sorrendje mér tetszéleges lehet), majd ezt kovetGen a két élnyi téavolsagra
lévoket, stb. A feldolgozas sorrendje egy hullam terjedéséhez hasonlithato, a kozelebbi csticsok korabban,
a tavolabbi cstcsok pedig késébb keriilnek sorra.

Mikodésének alapja egy sor adatszerkezet. Ez a sor tartalmazza azokat a csiicsokat, amelyeket mar
elért az algoritmus, azonban még nem lettek feldolgozva. Kezdetben a kiindulé cstcsot helyezziik el
ebbe a sorba, majd egy ciklus segitségével addig fut az algoritmus, amig ez nem lesz {ires. Minden
ciklus iteraciondl kivessziik a soronkovetkezs elemet, azt feldolgozzuk, majd az elem azon szomszédjait,
amelyeket eddig még nem értiink el, elhelyezziik a sorba a késébbi feldolgozas érdekében.

Ezt a miik6dést mutatja a 7.1. algoritmus. Az algoritmus elsé 1épéseként az iires S sorba elhelyezi a
start valtozo altal tarolt csics, tehat a kiindulo csics referencidjat. Ugyanezt a cstcsot elhelyezi az F
halmazba is (ez lesz a halmaz egyetlen eleme), amely a mar feldolgozott, vagy legalabbis feldolgozasra
varo elemeket tartalmazza (tehat azokat, amelyeket mar legalabb egyszer elértiik az algoritmus miitkodése
soran).

Ezt kovetSen elindul a ciklus (4. sor), ami egészen addig fut, ameddig van elem a sorban. Ha elfogytak
az elemek, az azt jelenti, hogy nincs tébb olyan csics, amelyik a kiindulé csticsbél elérhetd, viszont még
nem lett feldolgozva.

Az 5. sorban lathaté modon kivessziik a sorbol az elss elemet. Kezdetben csak a kiindulo elem van
itt, tehat azt vessziik azonnal ki. A 6. sorban pedig mar meg is torténik ennek a feldolgozésa.

Az aktuélis elem feldolgozasat kovetGen az algoritmus egyesével megvizsgalja az elem minden szom-
szédjat (7. sor), hogy melyik irdnyokba lehet folytatni a bejarast. Az egyes szomszédok koziil barmelyik
irdnyba tovabbléphetiink majd, csak arra kell iigyelniink, hogy ugyanazt az elemet ne dolgozzuk fel egy-
més utan tobbszor. Ez egyrészt hibas eredményt adna, masrészt ez az ellendrzés azt is garantalja, hogy
ne keriiljiink végtelen ciklusba. A feldolgozottsagot egyszertien tudjuk vizsgalni (8. sor), csak azt kell
megnézni, hogy a vizsgélt szomszéd benne van-e a mar elézéleg elért (tehat feldolgozasra vard, vagy mar
feldolgozott) csticsokat tartalmazo F' halmazban.

Ha nincs, akkor a vizsgalt szomszéd felé folytathatjuk majd a keresést. Nem lépiink ra azonnal, csak
elhelyezziik a sorba a késébbi feldolgozas érdekében a 9. sorban lathaté mivelettel.
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7.1. Algoritmus Graf szélességi bejarasa

Bemenet: start - CSP,
1: eljaras SZELESSEGIBEJARAS(start : CSP)

2 S < start

3 F + {start}

4 ciklus amig (S # @)
5: k<S

6: FELDOLGOZ(k.tart)
7 ciklus mind z € k.Szomszédok
8 ha = ¢ F akkor
9: S<zx

10: F+—FUx
11: elagazas vége
12: ciklus vége

13: ciklus vége

14: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények

e S: Egy graf csicsokat tartalmazoé sor, amely a feldolgozasra vard elemeket tartalmazza. Kezdetben
iires.

e F: Egy graf cstucsokat tartalmazo halmaz, amely a feldolgozott vagy még feldolgozasra vart eleme-
ket tartalmazza. Kezdetben iires.

e FELDOLGOZ(elem : T): Tetszbleges feldolgozasi mivelet, amely minden csucsban eltarolt tarta-
lomra pontosan egyszer fut le.

o k,z: CSP tipusu segédvaltozok.

A sor miik6désébdl adédoan az 5. sor mindig az egyik legkozelebbi cstucsot fogja visszaadni, ez pedig
garantalja, hogy a szélességi bejaras valoéban azt az eredményt adja, amit varunk.

Véges méretii grafok esetében a még el nem ért szomszédok idGvel elfogynak, ilyenkor mar nem keriil
a sorba 1j csiics. A benne 1év§ csiicsok feldolgozasat kévetGen igy a sor hamarosan iires lesz, ezzel pedig
a kiils§ ciklus feltétele nem teljesiil tobbé, igy véget ér a bejaras.

A szélességi bejaras miikodésére lathato egy példa a 7.3. 4bran. Az abra szinezése minden egyes csics
esetén az alabbi allapotokat kiilonbozteti meg:

e Kék: A graf csticsai, amelyekhez még nem értiink el (kezdetben minden csticsot ilyennek tekintiink).
Tehét ezek még nincsenek benne az F halmazban.

e Sarga: Azok a csicsok, amelyeket mér elértiink egy mésik csicson keresztiil, azonban még nem
dolgoztuk fel Gket. Tehat éppen benne vannak az S sorban, varakoznak a késGbbi feldolgozasra.
Emellett benne vannak az F' halmazban is.

e Sziirke: Azok a cstucsok, amelyek méar feldolgozasra keriiltek. Tehat benne vannak az F' halmazban,
de az S-ben mar nincsenek benne.

e Piros: Az aktualisan feldolgozas alatt allé csics (tehat valojaban mar sziirke, csak a szemléletesség
kedvéért kapott egy kiilon szint). Az algoritmusban a k véltozo értéke.

Erdemes tehat megjegyezni, hogy a szélességi bejaras csak egy komponens bejarasara alkalmas.
Amennyiben biztositani szeretnénk, hogy a graf minden cstucsét elérje, akkor egy tjabb ciklussal a beja-
rast meg kell hivni minden csucsra (illetve csak azokra, amelyeket nem dolgoztak fel az el6z6leg futtatott
bejarasok).

Szintén gyakori modositas, ha az algoritmust kiegészitjiikk néhany kiegészité mivelettel:

e Minden 1j csomopont felvétele esetén (tehat amikor talaltunk egy 0j, még el nem ért szomszédot)
eltarolhatjuk, hogy melyik csicsbodl értiik el ezt a pontot. Ilyenkor egy, a kezdSpontbdl kiindulé fat

a kiindulopontbdl ide vezets utakon talalhaté élek szamat értjik).
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Kimenet Kmenel

(a) Az algoritmus kezdeti lépéseként elhelyezi a kezds- (b) A sorbol kiveszi az els6 elemet, majd feldolgozza.
csticsot (ami egy parameéter, jelen példaban legyen 2) az
S sorba és az F halmazba.

Kimenet Kimenet

(c) A feldolgozott csics szomszédai bekeriilnek a sorba (d) A sorbol kiveszi a kévetkezs feldolgozandé 1-es csi-
és a halmazba (1,3). csot, majd feldolgozza.

7.3. abra. Graf szélességi bejarasa.
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Kimenet Kimenet
(2 ,1 ‘ (2 ,1,3 ‘

(e) Ennek a szomszédai (csak azok, amelyek még nin- (f) A sorbdl kiveszi a kovetkezd feldolgozando 3-as csti-

csenek benne) szintén bekeriilnek a halmazba és a sorba csot, majd feldolgozza.
(5,4).
S: 5 4 6 S: 4 6
F 1 2 3 4 ) 6 F: 1 2 3 4 5 6

Kimenet Kimenet
(2,1,3 ‘ (2,1,3,5 ‘

(g) Ennek a szomszédai (csak azok, amelyek még nin- (h) A kévetkezs feldolgozandé elem az 5-6s. Ennek
csenek benne) szintén bekeriilnek a halmazba és a sorba nincs 14j szomszédja, igy nem béviil az S sor.

(6).

7.3. abra. Graf szélességi bejardsa. (folytatas)
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S 6 S:

F: 1 2 3 4 5 6 F: 1 2 3 4 5 6
Kimenet Kimenet
(2,1,3,5,4 ‘ (2,1,3,5,4,6 ‘
(i) A sorban a kovetkez6 a 4-es elem. Ezt is feldolgozza, (j) A sorban kévetkezs 6-os elem feldolgozasa kovetke-

és mivel nincsenek még el nem ért szomszédai, itt sem zik.
keriil ij elem a sorba.

S 7 S:
F: 1 2 3 4 ) 6 7 F: 1 2 3 4 5 6 7
Kimenet Kimenet
(2,1,3,5,4,6 (2,1,3,5,4,6,7

(k) Ennek a szomszédja még belekeriil a sorba (7). (1) Az egyetlen 7-es elem is kikeriil a sorbdl és feldolgo-
zasra keriil. Feldolgozatlan szomszédai nincsenek, igy
nem keriil a sorba 14j elem.

7.3. abra. Graf szélességi bejardsa. (folytatas)
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Kimenet
(2,1,3,5,4,6,7

(m) Mivel iires a sor, nem teljesiil tovabb a kiils§ cik-
lus feltétele, emiatt az algoritmus végetér. Lathatéan
bejartuk az egész grafot.

7.3. dbra. Graf szélességi bejarasa. (folytatas)

e Minden 1) csomépont felvétele esetén eltarolhatjuk azt is, hogy & milyen messze van a kiindulo
ponttél. Ez a tavolsdg minden esetben egyszeriien szamolhaté, hiszen mindig pont eggyel tobb,
mint annak a csomopontnak a tavolsdga, ahonnan elértiik az 4j elemet (kivéve persze a kiindulo
cstcsot, ahol ez 0).

7.3.2. Mélységi bejaras

A mélységi bejdrds ugyanazokat a csucsokat fogja elérni, mint a szélességi, azonban méas sorrendben.
Az el6z6leg megismert szélességi bejaras mindig a legkozelebbi csuicsokat dolgozta fel elGszor, és csak
akkor latott neki a tavolabbi csticsoknak, ha mar az Osszes kozelebbivel végzett. A mélységi bejaras ezzel
szemben elindul egy tton, és egészen addig halad elére a szomszédsagi kapcsolatokon keresztiil, amig
nem jut egy olyan csticsra, ahonnan mar nem tud tovabblépni. Ilyenkor egy szinttel visszabb 1ép, és az
el6z6 csucsnal probal keresni egy masik, még fel nem dolgozott szomszédot. Mindezt addig folytatja,
amig elfogynak a vélaszthato feldolgozatlan szomszédok.

( Megjegyzés W

Nem véletlen a hasonlésidg a mélységi keresés alapelve, és a visszalépéses keresésnél tanult
modszer kozott (folyamatosan halad el6re, és zsdkutcaba keriilve visszalép egy szintet, és
1j irdnyt keres). A visszalépéses keresés tulajdonképpen a mélységi bejaras lépéseit végzi,
csak a hattérben 1évg grafot nem a szokasos médon abréazoltuk.

A szélességi bejarasnal egy sor biztositotta, hogy a csomopontok feldolgozésa abban a sorrendben
torténjen, ahogy elGszor taldlkoztunk veliik (ami igy megfelel a kiindul6ponttol vald tavolsagnak), a
mélységi bejardsnal verem segitségével tudjuk eltarolni a keresés sordn bejart utat. Magat a vermet
nem mi kezeljiik kézvetleniil, hanem az algoritmust rekurzivan adjuk meg, igy a visszalépéses kereséshez
hasonl6 megoldashoz jutunk. A mélységi bejaras megvalositdsat mutatja a 7.2. algoritmus.

Rekurziv algoritmus lévén taladlunk egy indité eljarast is, ez csak torli a mér feldolgozott csticsokat
tartalmaz6 F' halmaz tartalmat (11. sor), majd meghivja magét a rekurziot, els§ paraméterként atadva
a kiindulé cstcsot. Masodik paraméterként mindig az F' halmazt fogjuk atadni cimszerint a kdvetke-
z8 szintekre, hogy ebbe tudjuk gytjteni a méar feldolgozott elemeket (objektumorientalt megkozelités
esetében ez persze sziikségtelen lehet).
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7.2. Algoritmus Graf mélységi bejarasa
Bemenet: start - CSP, F - CSP halmaz
1: eljaras MELYSEGIBEJARASREK(L: CSP, cimszerint F: CSP halmaz)
2 F+FUEk
3 FeLboLGcoz(k.tart)
4 ciklus mind z € k.Szomszédok
5 ha z ¢ F akkor
6: MELYSEGIBEJARASREK(z, F)
7
8
9:

elagazas vége
ciklus vége

eljaras vége
Bemenet: start - CSP
10: eljaras MELYSEGIBEJARAS(start : CSP)
11: F+og
12: MELYSEGIBEJARASREK( (start, F)
13: eljaras vége

Felhasznalt valtozdk és fliiggvények
o F: Egy graf csicsokat tartalmazo halmaz, amely a méar feldolgozott elemeket tartalmazza.
e FELDOLGOZ(elem : T): Tetszbleges feldolgozasi mivelet, amely minden csucsban eltarolt tarta-
lomra pontosan egyszer fut le.
o k,z: CSP tipusu segédvaltozok.

Maga a rekurzié meglehetGsen egyszertd, minden lefutasakor eltarolja az éppen feldolgozando6 elemet
az F halmazba (2. sor), majd elvégzi a paraméterként kapott csics feldolgozasat a 3. sorban.

A tovabblépéshez megvizsgalja az aktudlis csics szomszédait egy ciklus segitségével (4. sor). A
tovabblépés egyetlen kovetelménye, hogy a kiszemelt cstcsot még nem dolgoztuk fel. Ezt egyszeriien
tudjuk ellendrizni az F' halmaz alapjan (5. sor), hiszen minden elért csics esetében a feldolgozas el6tt
kozvetleniil elhelyeztiik a cstcsot ide.

Amennyiben a szomszéd nincs benne az F-ben, akkor rekurziv médon djrahivja 6nmagat a fiiggvény
(6. sor). Lathato, hogy a szomszédok ellenérzése hasonld, mint a szélességi keresésnél, a lényeges kiilonb-
ség pusztan az, hogy a mélységi keresés nem téarolja az elérendd elemeket, hanem egy 1j csucs felfedezése
esetén azonnal atlép arra, és ott folytatja a feldolgozast.

A mélységi bejaras miikddésére lathato egy példa a 7.4. dbran. Az abra szinezése minden egyes cstcs
esetén az alabbi allapotokat kiilonbozteti meg:

e Kék: A graf cstucsai, amelyekhez még nem értiink el (kezdetben minden csticsot ilyennek tekintiink).
Tehét ezek még nincsenek benne az F halmazban.

e Sziirke: Azok a csucsok, amelyek mar feldolgozasra keriiltek. Tehat benne vannak az F halmazban.

e Piros: Az aktualisan feldolgozas alatt all6 csics (tehat valojaban mar sziirke, csak a szemléletesség
kedvéért kapott egy kiilon szint). Az algoritmusban a k véltozé értéke.

A mélységi bejarasra is igaz, hogy énmagaban csak egy komponens bejarasara alkalmas. Amennyiben
biztositani szeretnénk, hogy a graf minden cstcsat elérje, akkor egy djabb ciklussal a bejarast meg kell
hivni minden csucsra (illetve csak azokra, amelyeket nem dolgoztak fel az el6zéleg futtatott bejarasok).

Az algoritmus kiegészithetjiik néhany kiegészité mivelettel:

e Minden 1j csomépont felvétele esetén (tehat amikor talaltunk egy 0j, még el nem ért szomszédot)
eltarolhatjuk, hogy melyik csticsbol értiik el ezt a pontot. Ilyenkor egy, a kezd&pontbol kiinduld

,,,,,,
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Kimenet Kimenet

(a) Az algoritmus kezdeti lépéseként elhelyezi a kezd6- (b) A 2-es elem els6 szomszédja az 1-es, ezért ide lép
csticsot (ami egy parameéter, jelen példaban legyen 2) az tovabb.
F halmazba, és egybdl fel is dolgozza azt.

F: 1 2 5} F: 1 2 b)

Kimenet Kimenet
(2 ,1,5 ‘ (2 ,1,5 ‘

(c) Az 1-es els6 szomszédja az 5, ezért ide lép tovabb. (d) Az 5-osnek csak egy szomszédja van, az 1-es, de az
mar benne van az F-ben. Ezért visszalép a rekurzio.

7.4. dbra. Graf mélységi bejarasa.
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Kimenet Kimenet
(2,1,5,4 ‘ (2,1,5,4,6 ‘
(e) Az l-esr6l még tovabb lehet lépni a 4-re, ezért Gjra- (f) A 4-es elem els6 szomszéja a 6, igy tovabblép ide.
hivja magat a fiiggvény.

F: 1 2 4 ) 6 7 F: 1 2 4 ) 6 7

Kimenet Kimenet
(2,1,5,4,6,7 (2,1,5,4,6,7 ‘
A 6-r6l pedig tovabb lehet lépni a 7-re. h) A 7-nek méar nincs olyan szomszéja, akit nem dol-
g g
goztunk fel, ezért visszalépés.

7.4. abra. Graf mélységi bejarasa. (folytatas)
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F: 1 2 3 4 5 6 7 F: 1 2 3 4 5 6 7

Kimenet Kimenet

(2,1,5,4,6,7,3 (2,1,5,4,6,7,3 ‘

(i) A 6-0sbdl el tudunk jutni a 3-ba is, mivel az még (j) Mivel a 3-as minden szomszédja feldolgozott, ezért
nincs feldolgozva. visszalépiink.
F: 1 2 3 4 5 6 7 F: 1 2 3 4 5 6 7

Kimenet Kimenet

(2,1,5,4,6,7,3 (2,1,5,4,6,7,3

(k) A 6-osbol is visszalép a rekurzié a 4-esre. (1) A 4-esbdl is visszalép az 1-esre.

7.4. abra. Graf mélységi bejarasa.(folytatas)
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Kimenet Kimenet
(2,1,5,4,6,7,3 (2,1,5,4,6,7,3
(m) Az 1l-esbdl visszalépés a kiindul6 elemre. (n) A 2-esnek sincs mar feldolgozatlan eleme, igy az
egész rekurziv hivas véget ér. Bejartunk minden csi-
csot.

7.4. abra. Graf mélységi bejarasa.(folytatas)
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7.4. Legrovidebb ut keresése (Dijkstra algoritmus)

7.4.1. Az alapelv

A szakirodalomban szamos grafokkal kapcsolatos probléméra taldlhatunk algoritmusokat, az egyik is-
mert és a gyakorlatban jol hasznalhaté példa a legrévidebb ut keresése két csics kozott. Ennek egyik
megvalositasa Edsger Wybe Dijsktra nevéhez kotddik, ezt a moho algoritmust vizsgaljuk meg.

Feladatunk egy stlyozott grafban az egyik csticsbol kiindulo legrovidebb utak megkeresése (legrovi-
debb alatt itt most azt az utat értjiik, ahol az azt alkoto6 élek Gsszsulya minimalis). Feltételezziik, hogy
a graf nem tartalmaz negativ salyu éleket.

Az algoritmus alapelve, hogy egy szélességi bejarassal végignézni a kiinduld pontbol elérhetd Gsszes
csicsot, és minden csiics esetében eltarolja az oda vezetd legrovidebb tut hosszét, illetve ennek az ttnak
az el6z6 elemét (tehat, hogy honnan jutottunk el a kérdéses csicshoz). A pszeudokédban ehhez két
segédvaltozot hasznalunk:

e [: Ebben taroljuk el minden egyes csiicshoz a kiindulé ponttél valé eddig talalt legrévidebb tavol-
sagot. Ez lehet egy tomb, de akar egy hasité tablazat is, ahol a kulcs tipusa gréafcsics, a tartalom
pedig egy szam.

e F: Ebben taroljuk el azt az informéaciét, hogy az egyes csticsokat melyik csicsbol értiik el a
legrévidebb uttal. Ez szintén lehet egy hasito tdblazat, ahol mind a kulcs, mind pedig a tartalom
egy-egy graf csucs (a kulcs megadja, hogy melyik csticsrol van sz, a tartalom pedig azt, hogy
honnan eértiik el).

Az eljarads miikodése az alabbi: a kiindulépontot tekintsiik agy, hogy elérhets, és 0 tavolsagra van
(6nmagatol). Ezt kovetGen elinditunk egy ciklust, amely az alabbi lépéseket hajtja végre:

1. Fogja a legkisebb tavolsagi értékkel biré (L), még nem feldolgozott, de mar elért elemet, legyen
ez az u csucs (az algoritmus inditasakor ez nyilvan csak a kiindulé pont lehet). Az u-t mostantol
feldolgozottnak tekintjiik.

2. Megvizsgalja u szomszédait. Amennyiben valamenyik z szomszédhoz talal révidebb utat, mint
amit eddig talaltunk (tehat az u-hoz vezets tt hossza + u és x kozotti ut hossza kevesebb, mint
az eddig talalt a-hez vezetd at hossza), akkor modositja x adatait agy, hogy a L-be felveszi az 4]
legrévidebb 1t hosszat, az E-be pedig rogziti, hogy ezt az utat az u-n keresztiil értiik el.

3. Ezt kovetden addig ismételjiik ezeket a lépéseket, amig vannak fel nem dolgozott elemeink.

Miutéan lefutott ez a ciklus, belathat6 [2], hogy a L valoban azt fogja tartalmazni, hogy az egyes
csticsokhoz milyen hosszi volt a legrévidebb ut. Ha pedig magara a csticshoz vezet§ dtra vagyunk
kivancsiak, akkor az FE-n keresztiil vissza tudjuk fejteni, hogy honnan jutottunk el az utolsé csicsig,
majd megnézhetjiik, hogy honnan jutottunk ehhez az el6z6 elemig, stb. Ezt addig folytatjuk, amig el
nem jutunk a kezd&csicshoz.

Gyakori médositds, hogy csak két csics kozott keresiink utat. Ilyenkor ugyanezt az algoritmust
elinditjuk a kezdd&csiicsbol, azonban abban a pillanatban, amikor mar a cél csiicsot kapjuk vissza a
minimalis tavolsag vizsgalatanal, be is fejezhetjiik a keresést. Konnyen belathato, hogy a késGbbiekben
mér biztosan nem fogunk jobb eredményt talalni, hiszen a mar feldolgozott csticsokbdl révidebb at nem
létezik a cél csicsba (ha lenne, akkor ez az érték szerepelne a L-ben), a nem feldolgozottak tévolsaga
pedig mar most is nagyobb (kiilonben nem ezt a csicsot kaptunk volna minimumként), negativ salya
élek pedig nincsenek, tehat azokon keresztiil sem szamithatunk révidebb utra.

7.4.2. Dijkstra algoritmus pszeudokddja

A 7.3. algoritmus bemutatja az algoritmus részletes miikodését. Az els§ ciklus a felhasznélt adatszerkeze-
tek inicializaciojat végzi. A L hasité tablazat fogja térolni az egyes csticsokhoz eddig talalt legrévidebb
ut hosszat, ennek minden elemét végtelenre allitjuk, mivel még nincsenek ilyen tutjaink. Az F hasito
tablazat fogja tarolni, hogy az elgbbi minimalis Gton az egyes csicsokat melyik szomszédjukbol értiik el,
kezdetben itt is minden érték @ lesz, ezzel jelolve, hogy még nem értiik el a csucsokat. Az .S prioritési sor
kezdetben a graf Osszes csucsat kell, hogy tartalmazza, emiatt ezeket egyesével belehelyezziik. A konkrét
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7.3. Algoritmus Dijkstra algoritmusa

Bemenet: G - GRAF, start - CSP
Kimenet: F - hasité tablazat(CSP—CSP),T - hasit6 tablazat(CSP—szam)
fiiggvény DUKSTRA(G : GRAF, start : CSP)

1:
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

ciklus mind z € G.Cstcsok

Llz] + o > Tavolsag végtelen
Elz] + o > Nincs még el6z6 elem
S<x > Cstcs a prioritasi sorba
ciklus vége
Listart] < 0
ciklus amig S # ¢
u + S.MinKivesz(L) > Legkisebb tavolsagu elem kivétele

ciklus mind z € u.Szomszédok
ha L[u] + u.Suly(z) < L[z] akkor
Liz] < L{u] + u.Stly(x)
Elz] + u
elagazas vége
ciklus vége
ciklus vége

vissza (E, L)

18: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények

L: Egy hasit6 tablazat, amelyik tarolja csicsonként az addig talalt legrovidebb tut hosszat.

E: Egy hasit6 tablazat, amelyik csicsonként a legrévidebb talalt uthoz tartozo el6z6 csticsot tarolja.
S: Egy prioritéasi sor, amely a graf cstcsait tarolja, és a legkézelebbit vissza tudja adni.
S.MinKivesz(L): Az S prioritési sorbol visszaadja azt a csicsot, amelyhez tartozo L érték mini-
mélis. Egyben torli is ezt az elemet a sorbol.

u, x: CSP tipust segédvaltozok.
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prioritési értékeket itt még nem tudjuk rogziteni, mivel azok a tavolsagokkal egyiitt valtozni fognak (a
sor mindig a legkisebb tavolsdggal rendelkezs csicsot adja majd vissza).

Az inicializalast kovetGen a 7. sorban beallitjuk a kezdGcesiacsot. Mivel az L az ettdl valo tavolséagot
fogja mindig mutatni, igy a kezdGcstucshoz tartozéd értéket kinulldzzuk. A kezd@csiicsnak nincs el6z6
cslcsa, emiatt az E hasito tablazatot valtozatlanul hagyjuk (marad a ¢ érték).

A 8. sorban lathato ciklus az el6z6ekben leirt modszerrel kezdi el az utak keresését. A ciklus megéllasi
feltétele az, hogy elfogytak az S-ben 1évG csicsok. Egyel6re még a graf 6sszes csticsa benne van a prioritasi
sorban, emiatt belépiink a ciklusba.

Minden ciklus iteracioban ki kell venniink a prioritasi sorbél a legkisebb tavolsaggal bird elemet. Ezt
a miiveletet végzi el a 9. sor. Végignézi a sorban 1év6 csiicsokat, mindegyikhez megvizsgalja az L-ben
hozzarendelt tavolsagi értéket, majd visszaadja az (egyik) minimaélis tavolsaggal bird csticsot (a konkrét
programnyelvi megvaldsitasban persze elképzelhetd, hogy ez egy kisebb szubrutin lesz, a pszeudokdédban
talan érhetd az egysoros megoldas is).

Tudjuk tehat, hogy az u valtozéba betoltott csticsnak mar ismerjik a végleges tavolsdgat. Vagy azért,
mert a ciklus els§ iteraciojakor az u tulajdonképpen nem mas, mint a kezdGelem, igy annak a tavolsaga
0, vagy pedig a fentiekben mar ismertetett szabalyok alapjan. Ezt kdvetGen a belsd ciklussal (10. sor)
megvizsgaljuk ennek a cstcsnak a szomszédait (a ciklus futasa kézben ezekre mindig z-el hivatkozunk),
és beallitjuk azoknak is a tavolsagi adatait.

A 11. sorban 1év§ vizsgalat ennek a kulcsa, ugyanis itt ellenérizziik, hogy az u csucson keresztiil elérve
az x csucsot révidebb utat taldlunk-e, mint az eddig talalt legrovidebb ut. Ha még az eddigiek soran nem
értiik el az z-et, az sem probléma, hiszen ilyenkor a L[z] értéke az inicializalaskor megadott végtelen,
tehat biztos, hogy ennél csak révidebb utat talalhatunk a késébbiekben.

Amennyiben azt talaljuk, hogy az 4j ut nem révidebb, mint a régi, akkor nincs tovabbi teendénk
ezzel a szomszéddal. Azonban ha révidebb utat taldlunk, akkor ezt a tény rogziteniink kell. Egyrészt
modositjuk az L értékét (12. sor), hogy az valoban helyesen mutassa, hogy mi az eddig talalt legrévidebb
ut hossza. Masrészt pedig modositanunk kell az E értékét is (13. sor), hogy ezt a legrévidebb utat
kovetve melyik csticson keresztiil értiik el ezt a csiicsot.

Miutan atvizsgaltuk az Gsszes szomszédot, akkor az u elem feldolgozasa mar véget is ért, a késGbbi-
ekben nem tériink vissza ra. A kiils6 ciklus ujabb iteracioja betolti a kovetkezé minimalis tavolsdggal
rendelkezé csicsot, és folytatja annak a feldolgozésat.

Amikor feldolgoztunk minden csticsot, illetve azok szomszédait, az algoritmus futasa véget ér. Az
eredményeket a L és az E valtozok tartalmazzak. Ez a két tablazat a fliggvény visszatérési értéke, bar
magahoz az 0t kereséshez elég lehet az F is. Hogy pontosan hogyan is tudjuk felhasznalni az ebben 1évé
adatokat, arra hamarosan visszatériink, el6tte nézziink meg az algoritmus miikodését a gyakorlatban.

A 7.5. abran egy példat latunk, ahol egy irdnyitatlan sulyozott grafban probalunk legrovidebb utakat
keresni. A kiindulopont a 2-es cstcs.
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L: 00 0 00 | o0 | o0 | oo | o L: 00 0 o0 [ oo | 0| 0|
E /O O O/ I I/ O/ O O/ ]
Ff f f f f 1 Ff f f f f 1
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
S 2 1 3 4 5 6 7 S 1 3 4 5 6 7

(a) Kozvetleniil az inicializalast kovet6 allapot. A kez- (b) A prioritési sorbol kivessziik azt az elemet, amelyik-
décsics tavolsaga 0, megel6z6je pedig 0. hez a legkisebb L-beli érték tartozik. Ez a 2-es elem,
ezzel kezdddik a feldolgozas.

L: 1 0 9 2 | o0 | 00| 00 L: 1 0 9 2 [o0o ] o0 |
2 U 2 2 0 0 0 E: 2 0 2 2 0 0 0
Ff f f f f 7 1 f f f § 1
1 2 3 4 ) 6 7 1 2 3 4 5 6 7
S: 1 4 3 ) 6 7 S: 4 3 ) 6 7

(c) Megvizsgaljuk a 2-es elem harom szomszédjat. T4~ (d) A 2-es elemet ezzel feldolgozottnak tekintjiik. A
volsagunk nem mas, mint a 2-estél indulad él silya. Mi- prioritasi sorbél ismét kivessziik azt, amelyik a legkisebb
vel ez mindig kisebb lesz, mint az inicializalaskor felvett L-beli értékkel bir. Ez most az 1l-es.
végtelen érték, igy ezzel felilirjuk az L-ben 1év6 érté-
keket, illetve beallitjuk az E megfelel6 mez6it is, hogy

honnan talaltuk a legrovidebb utat.

7.5. dbra. Dijkstra algoritmus miikodése.
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L: 11 0l9] 2|5 |x|x L: 1109|235 ||
E 210l 21 2 1 010 E 2 10| 2 2 1 0|0
R [ N T | 44
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
S 4 |51 3|6 |7 S 51 31|67

(e) Megvizsgaljuk ennek is a szomszédait, hatha az (f) Az l-est is feldolgozottnak tekinthetjiik. Ismét ki
egyeshez vezet6 it hossza (1) + az egyesbdl vezet§ él kell venni a prioritéasi sorbdl a legkisebb L értékkel bir6
stlya kisebb lesz, mint az eddig talalt legrévidebb tt. értéket. Jelenleg ez a 4-es.
Az 5-6s elem esetében ez igaz, hiszen oda még nem ta-
laltunk utat. A 4-es esetében ez nem igaz, illetve a 2-es

esetében értelemszeriden szintén nem lehet igaz.

L: 1 0 7| 2 5 5 | o L: 1 0 71 2 5 5 | oo
2 1] 4 2 1 4 0 2 0 4 2 4 0
4 4 4 4 [ 4 4 4 4 4 4 4 4
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
S 5 6 3 7 S 6 | 3 7

(g) A 4-es szomszédait is atvizsgaljuk, hogy talaltunk-e (h) A 4-es elemet ezzel feldolgozottnak tekintjik. A
a 4-esen keresztiil haladé révidebb utat, mint az eddigi prioritasi sorbdl ismét kivessziik azt, amelyik a legkisebb
legrovidebb. Az 1 és 2 esetében ez nincs igy. A 3-as L-beli értékkel bir. Ez most az 5-6s vagy 6-os koziil
csticsba igy mar 7 hosszd 1dton is eljuthatunk, tehat ez barmelyik lehet. Legyen az 5-Os.
jobb mint az eddigi 9, emiatt cseréliink. A 6-osba pedig

ez az els6 Gt amit talaltunk.

7.5. abra. Dijkstra algoritmus mtikédése.(folytatas)
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L: 1 0 7 2 5 5 | o0 L: 1 0 7 2 5 5 | o©
2 0 4 2 1 4 0 2 0 4 2 1 4 0
1 f f f f 1 N P
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
S 6 3 7 S 3 7

(i) Az 5-6snek csak egy szomszédja van, és ide se talal- (j) Az 5-6st is feldolgozottnak tekinthetjiik. Ismét ki
tunk jobb utat, igy nem valtozik semmi. kell venni a prioritasi sorbdl a legkisebb L értékkel biro
értéket. Jelenleg ez a 6-o0s.

L: 1 0 6 2 ) 5 8 L: 1 0 6 2 5 5} 8
E 2 1] 6 2 1 4 6 E: 0 6 2 4 6
FF 1 1 1 N 1
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
S 3 7 S 7

(k) Atvizsgaljuk a 6-0s szomszédeit, hatha révidebb a 6- (1) A prioritasi sorban mar csak a 3-es és 7-es van. Ezek
osba eddig talalt legrovidebb 1t (hossza 5) + a hatosbol koziil a 3-asnak kisebb az L-beli értéke, emiatt ez a ko-
indul6 él hossza. A 3-as és a 7-es esetében ez igaz, ezért vetkezd.

itt médositjuk az L és az E értékeit.

7.5. abra. Dijkstra algoritmus mtikédése.(folytatas)
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L: 1 0 6 2 5 5 8 L: 1 0 6 2 5 5 8
2 0 6 2 1 4 6 2 0 6 2 1 4 6
1 f f f § 1 Ff F T F1
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
S 7 S

(m) Az 3-as szomszédai kozott nem taldlunk olyat, ahol (n) A prioritasi sorban mér csak a 7-es van, igy ezt

javitani tudnank a legrévidebb 1t hosszan. fogjuk feldolgozni.
L: 1 0 6 2 ) 5 8 L: 1 0 6 2 5 5} 8
E: 2 0 6 2 1 4 6 E: 2 0 6 2 4 6
Ffr f f f f 1 Ff F f 1
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
S S:

(o) Mivel mar mindenki mast feldolgoztunk, igy érte- (p) A sor iires, tehat az algoritmus futésa végetért. A
lemszerten itt se talalunk jobb értéket a szomszéd(ok) kimeneti adatok az E tablazatban vannak.
kozott.

7.5. abra. Dijkstra algoritmus mtikédése.(folytatas)
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7.4.3. Dijkstra algoritmus kimenetének feldolgozasa

Habar a kiindulé feladatunk cstiicsok kozotti utak keresése volt, lathatjuk, hogy az elézéleg megismert
Dijkstra algoritmus visszatérési értéke még nem pontosan ez. A visszatérési érték minddssze egy hasito
tablazat, ahol azt taroljuk, hogy az egyes cstcsokba honnan érkeztiink a legrévidebb tton keresztiil,
illetve egy masik, ami a tavolsagokat tarolja. Ezek segitségével viszont mar egyszertden tudunk valaszolni
az idékozben felmeriils kérdésekre, pl.:

e Egy cstcsbol melyik a legrovidebb ut egy masik cstiicsba?
e Egy csticsbol melyek a legrovidebb utak az Gsszes elérhetd csicsba?
e Milyen messze van egy cstcs a kiindulo csticstol?

e Milyen messze vannak az egyes csticsok a kiindulé cstcstol?

A kiindul6 pont tehat az lesz, amelyiket paraméterként dtadtunk a Dijkstra algoritmusnak, a kérdés
csak az, hogy melyik cstics felé és melyik informéciora van sziikségiink (maga az tt, vagy pedig csak
annak a hossza érdekes). A hossz tigyében nincs tovabbi tennivalonk, egyszertien ki kell olvasnunk a
sziikséges értéket az L tablazatbol. Ennek értéke az alabbi lehet:

e o0: Azok a cstcsok tartalmazzak ezt az értéket, amelyeket nem sikeriilt elérni az algoritmus futasa
soran, tehat ezekbe nem vezet ut a kiinduld csicsbol.

e 0: Tipikusan a kezdGcsics értéke (persze mas csticsé is lehet, ha megengedjiik a 0 stulyu éleket).

e Egyéb szam: A megadott csics tavolsaga a kiindulé cstcstél (tehat a hozza vezetd legrovidebb
tton az élek sulyainak Gsszege).

Erdekesebb kérdés az, ha magéra a cstcshoz vezetd ttra van sziikségiink. Ezt az utat az E tablazat
alapjan tudjuk elgallitani. Ez minden cstics esetében azt térolja, hogy a hozza vezetd legrévidebb uton
melyik volt az el6z6 csics. Ennek megfelelGen magét az utat is visszafelé tudjuk elGéllitani az alabbi
lépéseket kovetve (az ide csucshoz vezets utat keressiik):

1. Toltsiik be az x véltozéba az Elide] értékét. Ez visszaadja azt a csticsot, amelybdl az ide csticsba
tudunk majd jutni.

2. Mentsiik el az x értékét, majd cseréljik ki az E[z] értékével. Ezzel megkapjuk az aktuélis z el6tti
csucsot.

3. Addig ismételjiik a fentieket, amig az x értéke nem lesz @, ez ugyanis csak a kezdGcsicsra lehet igaz
(az el nem ért cstcsoknal is ez az érték van az E-ben, de azokhoz nem juthatunk el ilyen modon).

A fenti modszerrel megkapjuk az utat alkoto csticsokat visszafelé. Sziikség esetén ezt a sorozatot
meg kell forditani, és ezzel megkapjuk a keresett utat. Ezt mutatja be a 7.4. algoritmus. Léathato,
hogy az utélagos megforditas helyett egy lancolt listdnak az elejére beszurasat hasznaljuk, ami ugyanazt
eredményezi.

Amennyiben az Osszes dtra van sziikségiink, akkor ezt a muveletet kell megismételniink az Gsszes
csucsra.

Két cstcs kozotti at keresésre (az el6zéleg is feldolgozott grafban a 2-es és a 3-as cstcs kozott keressiik
a legrovidebb utat) mutat egy példat a 7.6. abra.
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T 1 0 6 2 ) ) 8 T: 1 0 6 2 ) 5 8
2 0 6 2 4 6 E: 2 U 6 2 1 4 6
(N F1 Ff F 1 T
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

(a) Az algoritmus lefuttatja az el6z6leg megismert Dijk- (b) Az z-be betoltjiikk a végesicsot, ami jelen esetben
stra fiiggvényt. Mivel ugyanaz a graf és a kiindulasi a 3-as. Az els§ ciklus iteracioval ez azonnal bekeriil a
pont, igy a kimenet is ugyanaz marad. A fej mutato lancolt listaba is.

kezdetben egy iires lancolt listat jelez csak.

T: 1 0 6 2 ) ) 8 T: 1 0 6 2 ) 5 8
E: 2 0 6 2 1 4 6 E: 2 U 6 2 1 4 6
1 f f f f 1 Ff F 1 T
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

(c) Az z-be betoltjiikk az F 3-hoz tartoz6 értékét, ami (d) Az x-be ismét bekeriil az F x-hez tartozo értéke,
jelenleg 6. Ez egyben bekeriil a lancolt listaba is. ami jelenleg 4. Ez is bekeriil a lancolt lista elejére.

7.6. dbra. Két csics kozotti legrovidebb ut keresése.
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7.4. Algoritmus Legrovidebb ut két csics kozott

Bemenet: G - GRAF, innen - CSP, ide - CSP
Kimenet: fej - M (az utat alkotd csicsokat tartalmazd lancolt lista)
1: fiiggvény LEGROVIDEBBUT(G : GRAF, innen: CSP, ide: CSP)
2: (E, T) < DUIKSTRA(G, innen)
3 L1sTAINICIALIZALAS(fej)
4: x ide
5: ciklus amig = # ¢
6 LisTAELEJEREBESZURAS(fej, )
7 x + Elx]
8 ciklus vége
9: vissza fej
10: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fiiggvények
e DUKSTRA(G : GRAF, start : CSP):(hasité tablazat(CSP—CSP), hasité tabla-
zat(CSP—szam)): Végrehajtja a Dijkstra algoritmust a paraméterként atadott grafon és kez-
déesucsbol (7.3. algoritmus).
o x: CSP tipusi segédvaltozo.
o LiSTAINICIALIZALAS(fej : M): Inicializalja a lancolt listat (4.1. algoritmus).
o LISTAELEJEREBESZURAS(fej : M, érték : T): Felvesz a lancolt lista elejére egy 0j elemet (4.2. al-

goritmus).

T:1 1|10 6| 2|5 ]|5]8 T: 1 {06 ]|2]|5 |58
2 0 6 2 1 4 6 2 0 6 2 1 4 6
R 1 Ff 1 1 1
1 2 3 4 ) 6 7 1 2 3 4 ) 6 7

fej > 2 > 4 > 6 3|9 fej > 2 > 4 > 6 > 3|9

(e) Az F segitségével ismét eggyel visszabb lépiink, az (f) A ciklus kovetkez6 iteraciojanal az x értéke ¢ lesz, emi-
x értéke most 2. Bekeriil a lancolt listaba. att véget ér az eljaras. Visszatérési értéke a fej altal mu-

tatt lancolt lista, ami valoban a keresett legrévidebb utat

tartalmazza.

7.6. abra. Két csucs kozotti legrovidebb ut keresése. (folytatas)
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7.5. Minimalis feszit6fa keresése

7.5.1. Prim algoritmusa

7.5.2. Kruskal algoritmusa
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